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Поперечные колебания центрально сжатых прямолинейных 
стержней трубчатого сечения 

 
Произведен расчет параметров собственных и вынужденных 
колебаний стержней трубчатого сечения с учетом сил, возни-
кающих от его закрепления на станке и при  шлифовании 
 
Работа посвящена исследованию поперечных колебаний трубча-

тых стержней с неупругим заполнителем в процессе наружного шли-
фования. Стержни трубчатого сечения используются для изготовле-
ния ружейных сверл. К ним применяются требования по кривизне 
оси и посадочным местам. Трубки при круглом шлифовании закреп-
ляются в центрах станка и прижимаются вдоль оси. Дополнительно 
на трубку действует сила резания, возникающая в процессе шлифо-
вания. В связи с этим важно определить суммарное силовое воздей-
ствие на собственные частоты и на потерю устойчивости системы.   

Уравнение изгибных колебаний трубок с неупругим заполните-
лем, обеспечивающим повышенную радиальную жесткость, имеет 
вид [1, (ф. 1.1)] 
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где 1w  – перемещение центра тяжести сечения трубки по нормали к 
осевой линии S ; нm ; Тm ; 0m  – погонные массы заполнителя, трубки 
и СОЖ; T2  – радиус инерции сечения трубки относительно диамет-
ра сечения; 3T  – осевая сила; 1  – распределенная сила трения от 
СОЖ, действующая в зоне шлифовального круга; TA2  – жесткость 
трубки на изгиб; 1c – приведенная жесткость в зоне резания, имити-
рующая упругую опору; крV , пV  – вращательная и поступательная 



скорость круга вдоль оси;  , t  – время шлифования и текущее время; 
 пVS1 – расстояние до точки контакта круга со стержнем; условие 

  11  SS  выполняется при S < 1S  и соответственно   01  SS  – 
при S > 1S ; 
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озT  – осевая сила от предварительного зажима; 1P , 2P , 3P  – компонен-
ты силы резания; 13 P/Pki   и 12 P/PК рез   – коэффициенты резания;  

эk  – приведенная шероховатость трубки; НТэ dfd   – приведенный 
диаметр; НТd  – наружный диаметр; f  – коэффициент формы потока; 

/VdR эe 0  – число Рейнольдца;  – кинематическая вязкость СОЖ 
( =10-6 м2 /с для воды при 200С); 0V  – скорость потока; l  – длина 
трубопровода (рис. 1). 

Уравнение (1) содержит 
два последних слагаемых, кото-
рые зависят от упругости тех-
нологической системы 1C   и от 
сопротивления трению 1 , обу-
словленного потоком смазочно-
охлаждающей жидкости 
(СОЖ). Второе слагаемое зави-
сит от суммы сил резания и 

предварительного сжатия 3T . Таким образом учитывается упругое 
опирание трубки в зоне шлифовального круга, а сама жесткость 
определяется упругостью системы. При течении жидкости в трубе 
f =1, при наружном обтекании цилиндра f  – экспериментальная ве-
личина; П ; 1w  – точность размера и формы обрабатываемой по-
верхности;   – параметр точности обработки [4, (ф. 47)]. Для реше-
ния уравнения (1) используем метода Галеркина, принимая 
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Рис. 1. Расчетная схема. 



где k  – функция, удовлетворяющая заданным граничным условиям 
задачи и другим достаточным условиям сходимости процесса Галер-
кина; ka – неизвестные постоянные; – собственные числа. 

Подставляя (3) в уравнения (1), приходим к системе уравнений  

02  kjkkjkkjk aAaEaB  ,                               (4) 

где ...,,j 321 ; k =1,2,3… 

Коэффициенты, входящие в уравнение (4), имеют вид  
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Собственные числа  i  находятся из условия равенства 
нулю определителя системы (4). Произведем расчеты на ЭВМ для 
четвертого и более высоких приближений для защемленного трубо-
провода (рис. 1). Результаты расчетов для скользящего защемления, 
отражающие зависимость собственных частот   и собственных чи-
сел  , приведены на рис. 2. Отчет первых двух гармоник І, ІІ ведется 
по левой шкале, а собственных чисел І – по правой шкале. 

Штриховые кривые (0) отражают влияние центрально сжимаю-
щей силы озT , приложенной к скользящему защемлению, от закреп-
ления трубки в центрах станка. Расположенные сверху штриховые 
кривые 4, 5, 6 отражают влияние жесткости шлифовального круга 

EI/lс 3
1 =0,11; 0,22; 0,33 при условии l,S  501 ; озP =0. Расположен-
ные ниже сплошные кривые 1, 2, 3 отражают учет влияния нагрузки 
от коэффициента резания ik =0,33; 0,66; 1 ( ...,,i 321 ) при условии 

l,S  9701  и движении круга на неподвижную опору. 
Приняты исходные данные: параметры трубы НТd =35 мм; 

ВТd =33 мм; l =1 м; 42 /dF ВТ  ; модуль упругости 6,8·1010 Н/м2; 
удельный вес трубы 25,55·103 Н/м3; заполнителя и СОЖ 9,81·103 Н/м3; 

озTP 1 ; озii TkPkP  13  ( ...,,i 321 ). Параметры шлифовального 

круга 300х40х127 мм; вес 50 Н; скорость СОЖ 0V =0 … 80 м/с. 



 

107

108

109
310

311

312

0

0

1

0,25

2

0,5

3

0,75

25
3 10 м/НF/T 

l/S1

с/1 0 20 40 60 с/м,V0

0

0,5
1

2
3l,S 501 I

3

0 1

2
l/Si 1
i

01с;P 03 

;PkP i 13  l,S  9701

II

23

1

0

6 l,S 501 
5

4
I

1,4

0,14

0,33

0,22

0,11

 
Рис. 2. Расчетные зависимости. 

 
Анализируя результаты, представленные на рис. 2, можно отме-

тить, что с увеличением сжимающей силы ( озTТ 3 , штриховые ли-
нии 0) частоты уменьшаются. С увеличение жесткости 1с  (штриховые 
линии 4, 5, 6) частоты увеличиваются. С увеличением сжимающей 
осевой силы резания озiTkP 3  (сплошные линии 1, 2, 3) частоты 
уменьшаются дополнительно. Приходим к известному результату: 
увеличение сжимающей силы до критического значения приводит к 
потере устойчивости стержней. Крестиками сверху над сплошными 
линиями 1, 2, 3 показано влияние положения силы  13 SP  на частоты, 
отчет ведется по нижней шкале l/S1 . В крайнем левом и крайнем 
правом положении шлифовального круга (в точках реверса) трубо-
провод разгружается от силы 03 P .  



В результате расчета собственных колебаний трубы с учетом 
воздействия обтекающего цилиндр потока смазочно-охлаждающей 
жидкости, установлено 0 . Это указывает на демпфирование коле-
баний. Цифрами 1, 2, 3 отмечены сплошные линии   для приведен-
ной шероховатости эk =0,014; 0,14; 1,4 мм; НТэ dd 2 ;  =0,01–0,02. 

В диапазоне малых скоростей смазочно-охлаждающей жидкости 

0V <20 м/с и малой шероховатости демпфирование колебаний будет 
относительно малым. О наличии демпфирования собственных коле-
баний трубок с внутренним потоком жидкости отмечался в работе 
[1]. В работе [3] исследуется влияние нелинейного гасителя колеба-
ний на частоты. В работе [4] анализируется зависимость упругих пе-
ремещений от сил резания, а в работе [2] исследуются вынужденные 
колебания при прерывистом шлифовании. 

Таким образом показано, что в инженерных расчетах собствен-
ных и вынужденных колебаний стержней трубчатого сечения с за-
полнителем учет сил, возникающих при закреплении и резании весь-
ма желателен, особенно при силовом шлифовании. 
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