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Вступ 

 

Опанування знань в галузі економіки неможливе без використання 

досягнень сучасної математичної теорії. Застосування математичної мето-

дології сприяє якісному викладанню базових засад економічного аналізу, 

що, безумовно, розширює можливості економічних досліджень. Це, у свою 

чергу, ініціює зростання загального рівня математичної підготовки еконо-

містів та їхніх навичок у застосуванні математичного моделювання під 

час розв'язання різноманітних економічних задач. 

Означене робить актуальним та зумовлює практичну необхідність 

у вивченні навчальної дисципліни "Математичний аналіз і лінійна алгебра" 

в систематизованій формі з відповідною логікою розміщення базового ма-

теріалу, згідно з робочою програмою. Ці методичні рекомендації орієнто-

вано на розділи лінійної алгебри, які мають абстрактний характер, що зумов-

лює певні труднощі в засвоєнні навчального матеріалу. Зміст та порядок 

викладення основних положень лінійної алгебри такий, що сприяє набуттю 

базових навичок у матричному аналізі та використанні їх для розв'язання 

реальних задач та прикладів. 

Методичні рекомендації сприятимуть наданню допомоги студентам 

в оволодінні методикою розв'язання практичних задач із відповідною акти-

візацією їхньої самостійної роботи в межах дисципліни. 

Матеріал, викладений у цих методичних рекомендаціях, може бути 

використано в таких дисциплінах, як: "Теорія ймовірностей та математич-

на статистика", "Оптимізаційні методи і моделі", "Економетрика" тощо. 

Основними завданнями вивчення теми "Елементи теорії матриць і ви-

значники" є такі:  

визначення основних понять (визначника, рангу матриці; оберненої 

матриці, власних значень та векторів матриць; канонічної форми квадра-

тичної форми). 

ознайомлення з основними методами розв'язування  задач. 

Згідно з вимогами освітньо-професійної програми, студенти мають 

знати:  

основні означення, теореми, математичні методи, за допомогою яких 

можна знаходити визначники n-го порядку;  

як знаходити обернену матрицю, визначати ранг матриці, установ-

лювати сумісність лінійної системи;  
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уміти:  

виконувати елементарні перетворення матриць;  

за їхньою допомогою знаходити визначник квадратної матриці, ранг 

прямокутної матриці nm ; 

розв'язувати задачі: з'ясовувати сумісність (несумісність) систем 

лінійних рівнянь, розв'язувати системи лінійних рівнянь; 

знаходити власні значення та вектори матриці; 

зводити квадратичну форму до канонічного вигляду. 

 

1. Визначники матриць  

  

Поняття визначника виникло, у зв'язку із проблемою відшукання фор-

мул для розв'язування системи лінійних рівнянь. 

Необхідно розглянути систему двох лінійних рівнянь із двома неві-

домими х  та у : 

 

 








.22221

11211

cybxb

cybxb ;
  (1.1) 

 

Щоб знайти невідому змінну х , слід помножити перше рівняння 

на 22b , а друге на 12b . Додаючи знайдені ліві та праві частини, буде 

отримано: 

 

  12222112212211 bcbcхbbbb  . 

 

Аналогічно, помноживши перше рівняння на 21b , друге – на 11b , 

буде знайдено: 
 

  21111212212211 bcbcуbbbb  . 

 

Припускаючи, що 012212211  bbbb , визначено: 

 

 
12212211

122221

bbbb

bcbc
x




 ,   

12212211

211112

bbbb

bcbc
у




 .  (1.2) 
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Безпосередньою перевіркою неважко переконатися, що значення 

для х  та у , які задають формулами (1.2), дійсно задовольняють систему 

рівнянь (1.1). Таким чином, якщо 012212211  bbbb , то система лінійних 

рівнянь має єдиний розв'язок (1.2). 

Необхідно розглянути таблицю чисел: 
 

 
2221

1211

bb

bb
, (1.3) 

яку складено з коефіцієнтів при невідомих х  та у  системи (1.1). Її нази-

вають квадратною матрицею 2-го порядку. Позначити її для стислості 

літерою .B  Вираз 12212211 bbbb  , який міститься у знаменнику формул (1.2), 

визначено числами матриці (1.3), за таким правилом: треба взяти добу-

ток чисел, розташованих на головній діагоналі, та відняти від нього 

добуток чисел, розташованих на побічній діагоналі. Знайдений вираз 

12212211 bbbb   називають визначником 2-го порядку матриці В  і позна-

чають його через  В  або В  або det(В). 

Наприклад, якщо 













31

48
B , то     .B 204138

31

48













  

Правило, за яким обчислюють визначник матриці 2-го порядку, 

схематично можна зобразити таким чином: 

 

Узявши наведене визначення визначника 2-го порядку, слід зазна-

чити, що чисельники у формулах (1.2) може бути подано тепер у такому 

вигляді: 
 

1

222

121

112221 
bс

bс
bcbc ,   2

221

111

211112 
cb

cb
bcbc , 

де вказані матриці визначають заміною першого, другого стовпця, відпо-

відно, стовпцем  вільних членів. 

+ – 
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Формули (1.2) набирають тепер такого вигляду: 
 

 ,,








 2

2221

1211

221

111

1

2221

1211

222

121

bb

bb

cb

cb

y

bb

bb

bс

bс

x   (1.4) 

де .
bb

bb
0

2221

1211
  

 

Приклад. Розв'язати систему рівнянь:  
 









.56911

;3485

ух

ух
 

 

Розв'язання.  Необхідно скласти матрицю коефіцієнтів при невідо-

мих х  та у : 

 













911

85
А  

та обчислити її визначник   13381195 А . 

Оскільки 0А , то формули (1.4) може бути застосовано. 

Слід обчислити визначники: 
 

 

.943411565
5611

345

754856934
956

834

2

1






 ;

 

 

Звідки випливає, що: 
 

675
133

7541 ,
А

х 






 ;   70

133

942 ,
А

у 






 . 

 

Відповідь: 7,0;67,5  ух . 
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Система трьох лінійних рівнянь 

Необхідно розглянути тепер систему трьох рівнянь із трьома неві-

домими: z,y,х : 

 















3333231

2232221

1131211

bzауаха

bzауаха

bzауаха

.   (1.5) 

 

Для знаходження x  слід помножити рівняння системи (1.5), відпо-

відно, на 32233322 аааа  , 33123213 аааа  , 22132312 аааа   і додати визначені 

ліві та праві частини. Після зведення  подібних членів (відносно z,y,х ) 

виявиться, що коефіцієнти при у  та z  дорівнюють 0. Припускаючи, 

що коефіцієнт при x  відмінний від 0, буде визначено: 
 

 

113223331221312213133221312312332211

132233312232213133223231233221

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

baaaabbaaaabbaaaab
x




 . (1.6) 

 

Далі слід скласти матрицю коефіцієнтів при невідомих z,y,х : 
 



















333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

А . 

 

Цю матрицю називають квадратною матрицею 3-го порядку. Вираз 

знаменника дробу (1.6) складено з елементів матриці А  за таким пра-

вилом: добуток елементів, розташованих на головній діагоналі, та два 

добутки чисел, розташованих у вершинах двох рівнобічних трикутників 

з основою, паралельною головній діагоналі, і вершиною у протилежному 

куті, беруть зі знаком "+". Три добутки, які будують за тим же законом, але 

відносно побічної діагоналі, беруть зі знаком "–". Це правило називають 

"правилом трикутника" і схематично воно може бути зображено так: 
 

         

Рис. 1.1. Правило трикутників 

+ _ 
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Так складену суму із шести доданків (три перших узяті зі знаком "+", 

а останні три – зі знаком "─") називають визначником 3-го порядку 

матриці А  і позначають: 
 

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

А  . 

 

Наприклад, якщо: 























383

5111

029

А , 

то        





 0813523119

383

5111

029

А  

       6213219853110  . 

Таким чином, знаменник виразу (1.6) є визначником А . У чисель-

нику знаходиться визначник, який знаходять із матриці А шляхом заміни 

її першого стовпця правими частинами 

















3

2

1

b

b

b

системи (1.5): 

 

33323

23222

13121

1

ааb

ааb

ааb

 . 

 

Аналогічно, якщо рівняння системи (1.5) помножити послідовно 

на 33212331 аааа  , 33113113 аааа  , 13212311 аааа   та додати їх, буде 

знайдено формулу для невідомого у . А якщо ці різниці мають вигляд 

31223221 аааа  , 32113112 аааа  , 21122211 аааа  , буде визначено вираз для 

третього невідомого z : 
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33331

23221

13111

2

аba

аba

аba

 ,   

33231

22221

11211

3

bаa

bаa

bаa

 , 

 

 
A

z;
A

y;
A

x 321 






 . (1.7) 

 

Приклад. Розв'язати систему рівнянь: 

 















872

1753

42

zух

zух

zух

. 

 

Розв'язання. Необхідно обчислити визначник матриці системи: 

  3377235273745

172

753

121





А  

та додаткові визначники: 

  33747258787254

178

751

124

1 



 ; 

  ;3378432834721

182

713

141

2 



  

  3382374527432285

872

153

421

3  . 

Тому 1
33

33
х , 1

33

33
у , 1

33

33
z . 
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Визначники n-го порядку 

Квадратну таблицю 
2n  чисел, розташованих у n  рядках та n  стовпцях, 

 

 























nnnn

n

n

a...aa

............

a...aa

а...аа

А

21

22221

11211

 (1.8) 

 

будуть називати матрицею n-го порядку.  

Щоб помітити загальне правило складання визначників матриць 

n-го порядку, слід придивитися уважно до визначників 2-го та 3-го по-

рядків. Не враховуючи знака, необхідно відповісти на питання: чим харак-

теризується добуток, який входить до складу  визначника? Відразу помітно, 

що кількість множників у кожному добутку дорівнює порядку матриці. 

Далі можна побачити, що в ньому множники взяті по одному з кож-

ного рядка й кожного стовпця. Це характерно для визначників 2-го та 3-го по-

рядків. Тому можна припустити, що буде знайдено розумне визначення 

визначника матриці n-го порядку, якщо в його основу покладено помічену 

закономірність. 

Необхідно визначити, скільки можна скласти різних добутків з еле-

ментів матриці А , узятих по одному з кожного рядка та стовпця. Слід за-

значити, що під різними розуміють добутки, складені різними способами, 

так що різні в нашому сенсі добутки можуть випадково опинитись однако-

вими за своїми значеннями.  

Нехай Р  – деякий такий добуток. Множник Р  із першого рядка має 

вигляд 1а , де   – номер стовпця, тобто n1 . Множник Р  із другого 

рядка  має вигляд 2а , де  – номер стовпця, тобто n1 . Нарешті, 

множник із n -го рядка має вигляд 2а , де   – номер стовпця, тобто 

n1 . 

Таким чином, 
 

   111 a...aaP .   (1.9) 

 

З іншого боку, усі множники в цьому добутку взяті по одному 

з кожного стовпця, тобто всі інші індекси  ...,,,  різні. А це означає, 
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що вони утворюють перестановку чисел n,...,, 21 . І так кожний добуток. 

Із цих міркувань випливає, що кількість добутків, із яких буде складатися 

визначник матриці (1.8), дорівнює кількості всіх перестановок із чисел  

n...,,, 21 , тобто  !n . 

Необхідно додати таке визначення. 

Визначником матриці A n-го порядку називають суму всіх !n   

добутків елементів цієї матриці, узятих по одному з кожного рядка 

та стовпця; до того ж кожний добуток забезпечено знаком "+" або "–" 

за деяким правилом. 

Припускаючи, що А  є матрицею 4-го порядку, слід розглянути 

декілька прикладів. 

1. Добутки 342311 ааа  та 4441342312 ааааа  не входять до визначника А , 

оскільки кількість їхніх множників не дорівнює порядку матриці. 

2. Добуток 44223112 аааа  також не входить до визначника, оскільки 

два множники, 12а  і 22а , належать одному й тому ж (другому) стовпцю. 

3.  Добутки 44332211 аааа   і 14432231 аааа  мають множники по одному 

з кожного рядка та стовпця, тому  вони входять до складу визначника. 

Щоб наведене визначення зробити повним, треба ще сформулю-

вати правило для знака, за яким беруть той чи інший добуток. 

Означення. Нехай є перестановка   ...,,,  чисел n...,,, 21 . Два 

числа, які входять до цієї перестановки, утворюють інверсію, якщо більше 

число з такої пари передує меншому. Кількість пар, що утворюють 

інверсію, називають кількістю інверсій перестановки. 

У натуральній послідовності n,...,, 21  немає пар, що утворюють 

інверсію. З іншого боку, найбільше можливе значення міститься в пере-

становці  121 ,...,n,n  ; тут кожна з 
 

2

12 


nn
Cn пар утворює інверсію. 

У перестановці  51243 ,,,,  мають місце п'ять інверсій:  13, ;  23, ; 

 24, ;  14, ;  12, . 

Неважко помітити, що для визначення кількості інверсій у деякій 

перестановці   ...,,,  слід урахувати, скільки для кожного числа 

є наступних за ним менших чисел, а потім усі знайдені значення скласти. 
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Наприклад, кількість інверсій у перестановці  2,4,1,5,3,7,6  дорівнює 

160103255  . 

Означення. Перестановку називають парною, якщо вона має парну 

кількість інверсій, і непарною, якщо їхня кількість непарна. 

Натуральне розташування  n,...,2,1  має 0 інверсій, тому це парна 

перестановка. Указана перестановка  2,4,1,5,3,7,6  теж парна, оскільки 

в неї 16 інверсій. 

Правило для знака. Нехай Р  – фіксований добуток, який входить 

до складу визначника матриці А  n -го порядку. Слід виписати множники 

в порядку слідування рядків:  na...aaP 21 . Тоді номери стовпців 

дадуть перестановку   ...,,, . Добуток Р  беруть зі знаком "+", якщо 

ця перестановка парна, і зі знаком "─", якщо вона непарна. 

Таким чином, визначник матриці А  n -го порядку: 

 





...
nа...ааА 21 ,  

де знак перед добутком визначено за правилом знака. 

Приклад 1. Добуток nna...aa 2211  елементів, розташованих на голов-

ній діагоналі, завжди беруть зі знаком "+", оскільки натуральна переста-

новка  n...,,,, 321  є парною. 

Приклад 2. Добуток 112121 nnnn aа...аа   елементів побічної діагоналі 

входить до складу визначника зі знаком  
 

2

1

1



nn

, оскільки перестановка 

 121 ,...,,n,n    має 
 

2

1nn
 інверсій. 

Приклад 3. Необхідно розглянути добутки 21421334 aaaа  і 41123324 aaaa , 

які входять до складу визначника матриці 4-го порядку. Щоб визначити 

знаки, із якими ці добутки входять до складу визначника, треба 

їх переписати у вигляді 42342113 aaaа  і 41332412 aaaa . Далі виписати 

перестановки з номерів стовпців: 2,4,1,3  і 1,3,4,2 . У першій пере-

становці є три інверсії:      2,4,2,3,1,3 , у другій – чотири:    ; 1,4; 3,4  

   1,2; 1,3 . Отже, перший добуток входить до складу визначника зі зна-

ком "–", другий – зі знаком " ". 
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За допомогою визначника n -го порядку  

nnnn

n

n

n

a...aa

............

a...aa

а...аа

А

21

22221

11211

  

можна компактно записати формули для розв'язання систем лінійних рівнянь. 

Обчислення визначника матриці n-го порядку, засноване лише 

на означенні, є дуже трудомістким процесом, оскільки кількість доданків, 

із яких складено визначник, дуже швидко зростає  зі збільшенням n . Для 

4  це 24!4   доданки, а для 5  їх уже 120!5  . У подальшому буде вка-

зано методи їхнього обчислення, які  швидко досягають мети. 

Але в деяких випадках можна знайти визначник, використовуючи 

лише визначення. Нехай, наприклад, є нулі на якомусь одному рядку 

(останньому): 
 

000

22221

11211

...

............

a...aa

а...аа

А
n

n

n  . 

 

Оскільки в кожному добутку наявний елемент із кожного рядка, 

у тому числі й з останнього (нульового), то всі ці добутки будуть 

дорівнювати 0, отже їхня сума також дорівнює 0. 

Отже, якщо всі елементи якого-небудь рядка (стовпця) дорів-

нюють 0, то такий визначник дорівнює 0. 

Слід зазначити ще один важливий випадок. Нехай у матриці А  всі 

елементи, розташовані вище від головної діагоналі, дорівнюють 0, тобто 

для ij   виконано рівність 0ija . У цьому разі ті добутки, які мають 

як множники хоча б один елемент, розташований вище від головної 

діагоналі, будуть дорівнювати 0. Слід вилучити всі ці нульові добутки, 

які містять  множники 0ija  з ij  . Тому множники, які залишились, 

будуть мати такий вигляд: 
 

nna...аа  
21 21 , 

де 11  ,   22  , ... , nn  . 
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Але із цих нерівностей послідовно буде визначено: 
 

11  ,   22  , ... , nn  . 

 

Слід нагадати, що натуральні числа n...,,,  21  попарно відрізня-

ються.  

Таким чином, лише один добуток, а саме nnа...аа 2211 , не має 

елементів, розташованих вище від головної діагоналі. Оскільки цей 

добуток входить зі знаком "+", то остаточно буде визначено: 
 

nn

nnnn

а...aа

а...aa

............

...aa

...а

 2211

21

2221

11

0

00

. 

 

Аналогічно може бути визначено формулу для випадку, коли дорів-

нюють 0 всі елементи, розташовані нижче від головної діагоналі.  

Матриці  
 



















nnnn а...aa

............

...aa

...а

21

2221

11

0

00

 або 



















nn

n

n

а...

............

a...a

а...аа

00

0 222

11211

 

називають трикутними. 

Слід зазначити, що визначник першого порядку а  дорівнює елементу 

цієї матриці.  

Означення.  Матрицю називають особливою (виродженою), якщо 

її визначник дорівнює 0. 

 

Теоретичні запитання для самодіагностики 

1. Назвіть дії над матрицями. 

2. За якої умови можна додавати матриці? 

3. За якої умови можна перемножувати матриці? 

4. Чи зміниться добуток АВ , якщо переставити місцями матриці-

множники, за умови, що такий добуток існує? 

5. Добуток матриць 
ТАА  існує завжди чи ні? 
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Властивості визначників 

Обчислення визначників буде полегшено, якщо користуватися 

їхніми властивостями. 

Разом із матрицею: 























nnnn

n

n

a...aa

............

a...aa

а...аа

А

21

22221

11211

 

слід розглянути матрицю: 























nnnn

n

n

a...aa

............

a...aa

а...аа

А

21

22212

12111

, 

складену з матриці A  заміною рядків на стовпці. Рядки матриці A  

є стовпцями для матриці A . Матриця A  є транспонованою до матриці A . 

 

Властивість 1. Під час транспонування визначник матриці не змі-

нюється, тобто 

АА  . 

 

Властивість 2. Якщо у квадратній матриці поміняти два рядки (або 

два стовпці), залишивши останні на своїх місцях, то визначник складеної 

матриці буде дорівнювати визначнику початкової матриці із протилежним 

знаком. Коротше кажучи, у разі заміни місцями двох рядків (стовпців) 

визначник змінює знак. 

 

Властивість 3. Якщо квадратна матриця має два однакових рядки 

(або два однакових стовпці), то визначник дорівнює 0. 

Означення. Нехай дана матриця А . Слід викреслити в ній і-й ря-

док і k-й стовпець, зрушити, не порушуючи порядку, елементи, що за-

лишились. Визначник складеної матриці n – 1-го порядку називають 

мінором елемента і-го рядка і k-го стовпця матриці А  і позначають 

через ikA . 
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Наприклад, у матриці 



























123020

4863

15222

31019

A   

мінори 23A  і 44A  будуть мати такий вигляд: 























1220

463

319

23    















 



863

5222

1019

44 . 

Оскільки визначник матриці є числом, то мінор – це теж число. 

Для матриці n-го порядку буде, очевидно, 
2n  мінорів елементів ,ija  

nji ,1,  . Для кожного елемента свій мінор. 

Означення. Нехай А – матриця n-го порядку. Мінор ikA  елемента  

і-го рядка і k-го стовпця матриці А , узятий зі знаком   ki
1 , називають 

алгебраїчним доповненням цього елемента: 
 

  ik
ki

ikA 


1 . 

 

Наприклад,  

 























1220

463

319

1 23
32

23A ;   














 




863

5222

1019

1 44
44

44A . 

 

Слід зазначити, що мінори двох сусідніх елементів завжди мають 

протилежні знаки, оскільки в разі заміни i  чи k  на 1 парність числа ki   

змінюється. Послідовність знаків у мінорів (для визначення алгебраїчних 

доповнень) можна зобразити таким чином: 
 

+ ─ + ─  

─ + ─ +  

+ ─ + ─  

─ + ─ +  
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Властивість 4. Визначник матриці А  n-го порядку дорівнює сумі 

добутків усіх елементів будь-якого фіксованого рядка на їхні алгебраїчні 

доповнення, тобто для будь-якого n...,,,i 21  має місце рівність: 

 

 ininiiii Aa...AaAaA  2211 , (1.10) 

 

названа розкладання визначника А  за елементами і-го рядка. 

Аналогічно для будь-якого n,...,,k 21  має місце розкладання 

визначника А  за елементами k-го стовпця: 

 

 nknkkkkk Aa...AaAaA  2211 .  (1.11) 

 

Таке розкладання називають розкладанням визначника за Лап-

ласом. 
 

Приклад 1. Обчислити визначник: 

1152

81017

9623







zpxу
. 

 

Розв'язання. За правилом розкладання визначника за Лапласом 

за елементами другого рядка буде: 

 

    





















112

8107

963

1

115

8101

962

1

1152

81017

9623

2212
xy

zpxу
 

    














152

1017

623

1

152

817

923

1
4232

zp  

 

zpxy 25432177671  . 
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Приклад 2. Обчислити визначник: 

1234

011

101

102

w

w

w







. 

 

Розв'язання. За правилом розкладання визначника за Лапласом 

за елементами третього стовпця буде: 
 

  
















w

w

w

w

w

w

11

11

12

12

1234

011

101

102

34
 

         62]3[2]1121[2 332  wwwwww . 

 

Властивість 5. Якщо всі елементи будь-якого рядка або стовпця 

дорівнюють 0, то визначник такої матриці дорівнює 0. 
 

Властивість 6. Лінійність. Якщо j-й стовпець (рядок) матриці jA  

визначника D  є лінійною комбінацією двох будь-яких стовпців (рядків) 

B i C: CBAj  , то й сам визначник є лінійною комбінацією визнач-

ників  BD j  та  CD j :      CDBDCBDD jjj   

або 









nnnjnjn

njj

njj

a...cb...a

...............

a...cb...a

a...cb...a

1

22221

11111

 

nnnjn

nj

nj

nnnjn

nj

nj

a...c...a

...............

a...c...a

a...c...a

a...b...a

...............

a...b...a

a...b...a

1

2221

1111

1

2221

1111

 . 

 

Зауваження: властивість 6 залишається правильною, якщо рядок (стовпець) 

є лінійною комбінацією не двох, а будь-якої кількості рядків (стовпців). 
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Властивість 7. Під час множення будь-якого стовпця або рядка 

на число   сам визначник слід помножити на це число: 
 

nnnjn

nj

nj

nnnjn

nj

nj

a...а...a

...............

a...а...a

a...а...a

a...а...a

...............

a...а...a

a...а...a

1

2221

1111

1

2221

1111









 

або загальний множник усіх елементів будь-якого стовпця (рядка) визнач-

ника можна винести за знак визначника. 

 

Властивість 8. Якщо будь-який стовпець (рядок) матриці А  є ліній-

ною комбінацією інших стовпців, то визначник А  дорівнює 0. 

Зауваження. Стовпці  nА...,,А,А 21  визначника є лінійно залежними тоді 

й тільки тоді, коли один із них є лінійною комбінацією решти. Тому властивості 8 можна 

надати таку форму: якщо стовпці визначника є лінійно залежними, то визначник  

дорівнює 0. 

 

Властивість 9. Визначник не зміниться, якщо до будь-якого стовпця 

додати довільну лінійну комбінацію решти його стовпців (рядків) . 

 

Властивість 10. Сума добутків алгебраїчних доповнень елементів 

одного рядка на елементи іншого рядка дорівнює 0. 





n

j
kjijaА

1

0 , ki  . 

Приклад 3. Обчислити визначник: 

16372

5401119

955713

831075

64197











. 

 

Розв'язання. Слід додати до першого стовпця решту стовпців: 
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163717

5401117

1155717

8310717

641917











, 

 

Із першого стовпця винести множник 17: 
 

16371

540111

115571

831071

64191

17











 . 

 

Відняти перший рядок із другого, третього, четвертого та п'ятого 

рядків та вписати у відповідні рядки: 
 

710420

181200

516160

211120

64191

17











 . 

 

Розкласти останній визначник за елементами першого стовпця: 
 

9970

2121090

119820

21112

17

1108

71042

18120

51616

21112

117































 . 

 

Символ   означає, що:  

перший рядок слід помножити на  8  і додати до другого, від-

повідь поставити на місце другого рядка;  



21 

перший рядок слід помножити на  10  і додати до третього, відпо-

відь поставити на місце третього рядка;  

перший рядок слід помножити на  1  і додати до четвертого, відпо-

відь поставити на місце четвертого рядка.  

Розкласти останній визначник за елементами першого стовпця: 
 

 

997

212109

11982

217

9970

2121090

119820

21112

17

















 . 

Винести  1  із  першого та другого рядків та обчислити знайдений 

визначник 3-го порядку за правилом трикутників: 
 

       



 7219928234

997

212109

11982

1217
2

 

       14773482219991097211119109  

50218 . 
 

Приклад 4. З'ясувати, чи входять дані добутки до визначників від-

повідних порядків і з якими знаками. Указати порядок визначника: 

1) 5412352143 ggggg ;  

2) 541236452361 gggggg ;   

3) 62432574513627 ggggggg ; 

4) kkn,n gg...ggg 1342312     nk 1 ; 

5) 11342312 nn,n gg...ggg  . 

 

Розв'язання: 

1. Для того щоб добуток був у складі визначника n-го порядку, 

необхідно, щоб: 

а) він мав n  множників n = 5; 

б) складався з елементів матриці, в індексах яких немає повторень: 

ні в перших, ні других, інакше кажучи, і перший індекс має пробігати всі 
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номери від 1 до n , і другий індекс ─ від 1 до n , до того ж кожен рядок 

і кожен стовпець подано одним елементом у добутку. 

Слід переставити множники так, щоб перші індекси було записано 

в порядку 1, 2, 3, 4, 5: 5443352112 ggggg . Тоді другий індекс з'являється 

в послідовності: 2, 1, 5, 3, 4. Обчислити кількість інверсій у цій пере-

становці: (2, 1); (5, 3); (5, 4). Їх  три. Отже, знак цього добутку визначено 

як   11
3

 . 

Відповідь: цей добуток входить до визначника 5-го порядку зі зна-

ком   . 

2. 541236452361 gggggg , 6n . Переставити множники так, щоб перші 

індекси було записано  в порядку 1, 2, 3, 4, 5, 6: 615445362312 gggggg . Тоді 

другий індекс з'являється в послідовності: 2, 3, 6, 5, 4, 1. Видно, що 

повторень індексів (ні першого, ні другого) тут немає, тому можна 

зробити висновок, що цей добуток до визначника 6-го порядку входить. 

Обчислити кількість інверсій у цій перестановці: (2, 1); (3, 1); (6, 5); 

(6, 4); (6, 1); (5, 4); (5, 1); (4, 1). Їх вісім. Отже знак цього добутку 

визначено як   11
8
 . 

Відповідь: цей добуток входить до визначника 6-го порядку зі зна-

ком "+". 

3. 62432574513627 ggggggg , 7n . Очевидно, що цей добуток до ви-

значника 7-го порядку не входить, тому що другий рядок подано двома 

елементами:  2527 , gg . 

Відповідь: цей добуток не входить до визначника 7-го порядку. 

4. kkn,n gg...ggg 1342312  ,  nk 1 . Обчислити порядок визначника: 

елементи добутку перелічити за другим індексом: )432(

1

k,n,...,,,

n




. 

Їх   nn  11 . Отже, порядок визначника дорівнює n . Але цей добуток 

не входить до цього визначника, тому що k-й рядок подано двома 

елементами:  1kkg  і  kkg . 

Відповідь: добуток kkn,n gg...ggg 1342312   не входить до визначника 

n-го порядку. 
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5. 11342312 nn,n gg...ggg  . Цей добуток має n  елементів, тому порядок 

визначника n . Слід зазначити, що множники такі, у яких перші індекси  

записано в послідовності n,n...,,,, 1321  : 11342312 nn,n gg...ggg  . Тут 

другий індекс з'являється в послідовності: 1432 ,n...,,,, . Видно, що 

повторень індексів (ні першого, ні другого) тут немає, тому можна 

зробити висновок: цей добуток до визначника n-го порядку входить. 

Обчислити кількість інверсій у цій перестановці:  
 

         
  

1

111141312





n

,n,,n...,,,,,,, . Їх 1n . 

Отже, знак цього добутку визначають як   1
1




n
. 

Відповідь: цей добуток входить до визначника n -го порядку зі зна-

ком   1
1




n
. 

Приклад 5. Обрати значення індексів і  та k  так, щоб добуток 

312475516347 ggggggg kі  був у складі визначника 7-го порядку зі знаком "+". 

 

Розв'язання. Слід переставити множники так, щоб перші індекси 

було записано в порядку 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7: kі ggggggg 763554731241 . Тоді 

другий індекс з'являється в послідовності: і, 4, 1, 7, 5, 3, k. Обчислити 

кількість інверсій у цій перестановці: (4, 1); (4, 3); (7, 5); (7, 3); (5, 3). 

Поки їх п'ять. Кількість непарна. Не вистачає номерів 6 та 2 .  

Нехай 26  k,і . Тоді буде перестановка 6, 4, 1, 7, 5, 3, 2. 

Як видно, додано ще п'ять інверсій: (6, 4); (6, 1); (6, 5); (6, 3); (6, 2).  

5 + 5 = 10. Кількість інверсій стає парною. Отже, знак добутку 

визначено як   11
10

 . 

Нехай тепер ,і 2  6k . Тоді буде перестановка 2, 4, 1, 7, 5, 3, 6. 

Як видно, додано ще 2 інверсії: (2, 1); (7, 6).  

5 + 2 = 7. Кількість інверсій  залишається непарною. Знак добутку "–".  

Відповідь: Цей добуток буде входити до визначника 7-го порядку 

зі знаком "+", якщо 26  k,і . 
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Приклад 6. Знайти доданки визначника 4-го порядку:  
 

44434241

34333231

24232221

14131211

аааа

аааа

аааа

аааа

 , 

які мають елемент 32а  і входять до визначника зі знаком "+". 

 

Розв'язання: Розкласти визначник за елементами третього рядка: 

 

3434333332323131

44434241

34333231

24232221

14131211

 аааа

аааа

аааа

аааа

аааа

, 

де j3  – мінори  3-го порядку, які визначають викреслюванням третього 

рядка та j-го стовпця. У кожному мінорі j3  не наявні елементи третього 

рядка, у тому числі й 32а . Як випливає з формули, елемент 32а  входить 

до складу тільки доданка 32а j3 : 

 

32а    244344231132

444341

242321

141311

323 аааааа

ааа

ааа

ааа

аj  

   23414321142441442113 аааааааааа  . 

 

Відповідь: ,аааа,аааа 4421133224431132 2341143243211432 аааа,аааа . 

 

Приклад 7. Знайти доданки визначника: 

xx

x

xx

x

221

321

21

3215

 , 

які мають степені 
3x  та 

4x . 
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Розв'язання. Слід переставити перший та третій рядки, у цьому разі 

визначник змінює знак:  
 

  













хх

xx

х

xx

х 5

221

3215

21

321

. 

 

Перший рядок помножити на  х  і додати до другого та четвер-

того рядків, а потім – на  х5  і додати до третього рядка. У цьому разі 

визначник не змінить знака: 
 

xхх

ххх

ххx

х








2

2

2

2210

153521010

3210

321

. 

 

Розкласти визначник за елементами першого стовпця: 
 

ххх

ххх

ххх

xхх

ххх

ххx

х
















2

2

2

2

2

2

221

15352101

321

2210

153521010

3210

321

. 

 

Останній визначник можна обчислити за правилом трикутників: 
 











ххх

ххх

ххх

2

2

2

221

15352101

321

 

=              ]32210115312152[ 222 ххххххххх  

             ]11011532325221[ 222 ххххххххх  

     ...хх 13201532061510153030305 34

....хх  34 510  

Відповідь: 
34 510 хх  . 
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Приклад 8. За якого значення   матриця 

  



















2832

52

201

  

є особливою?  

Розв'язання. Матриця є особливою, якщо її визначник дорівнює 0. 

Тому її треба прирівняти до 0:  
 

.0

2832

52

201







 

 

Розкрити визначник за елементами першого рядка:  

 

       








83228352

832

2
2

283

5

0324 2  . 21728924341 D   

 .,,
3

1

8

3

48

171
21 


  

Відповідь: 
8

3
1   , 

3

1
2    

Приклад 9. Спростити вираз: 
pzyх

pzyх
2222

2222




. 

 

Розв'язання: 
 

 














pzy

pzy

pzх

pzх

pzyх

pzyх
222

222

222

222

2222

2222

 












pх

pх

zх

zх
22

22

22

22

 

 








 222222

22

22

22

22

11

11
xpxz

py

py

zy

zy
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     

        



yzxpxzyz

xpxzxzyz

22222222222222

222222222222

11

11
11

11

 

  yzxp  2222
. 

 

Приклад 10. Обчислити визначник:  

 

     

     

     

     2222

2222

2222

2222

321

321

321

321









. 

 

Розв'язання. Слід віднімати перший стовпець із другого, третього, 

четвертого стовпців і визначені різниці записати на місці другого, 

третього, четвертого стовпців, у цьому разі визначник не змінюється 

(властивість 9): 
 

     

     

     

     2222

2222

2222

2222

321

321

321

321









. 

 

Другий стовпець замінити лінійною комбінацією стовпців:  II  

   IVIII  , а третій –      IVIIIII  :  

 

0

9644

9644

9644

9644

2

2

2

2











,  

 

оскільки у визначнику є два однакових стовпці (властивість 3). 

 

Відповідь: 0. 
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Приклад 11. Знайти корені рівняння:  
 

 

0

1111

1211

1111

1111











xn...

...х

...х

...



. 

 

Розв'язання. Помножити перший рядок на  1  і додати до другого, 

третього і т. д. до  1n  рядків, суми записати на відповідних місцях 

другого, третього і т. д.  1n  стовпців: 
 

 

       0221

2111

0100

000

1111









 xn...ххх

xn...

...х

...х

...



. 

 

Відповідь: корені визначеного рівняння:  
 

       0221  xn...ххх . 

.nх,...,х,х,х 2210   
 

Приклад 12. Обчислити визначник n -го порядку  0q . 
 

1000

001

0001

q...

...qq

...q

n


 . 

 

Розв'язання. Розкласти визначник за елементами першого рядка: 
 

   

n

q...

...qq

...q

n

q...

...qq

...q

nn 





























1000

001

0001

111

1000

001

0001

2

  
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   1

1000

0010

000

1
3















 n

q...

...q

...qq

q


. 

 

Якщо розкласти останній  визначник за елементами першого стовпця: 
 

    22

1000

001

0001

1

1000

0010

000





























nqn

q...

...qq

...q

qn

q...

...q

...qq


, 

то можна виразити визначник n -го порядку n  через визначники 1n  

та n – 2-го порядків 1n  та 2n : 

 

2
2

1   nnn q . 

 

Отже, є різницеве рівняння щодо функції n  цілочислового аргу-

менту n : 

 

 nnn q  
2

1 .  (1.12) 

 

Необхідно шукати загальний розв'язок рівняння (1.12) у вигляді [10]: 

 

nn
n CC 2211  ,  

де 21  ,  – корені характеристичного рівняння  
22 q .  

 

Визначити їх: 

0
4

1

4

1 22  q . 

22

2

4

1

2

1

4

1

2

1
qq 








 . 

Нехай  
10

3
q , тоді 

5

4

2

1

5

4

2

1
 ,  

10

13

10

3
21  , . 
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Отже,  

 

nn

n CC 


















10

13

10

3
21 , (1.13) 

де 21 C,C  – довільні константи. 

Знайти їх за умови:  .
100

91

100

9
1

1
10

3
10

3
1

;1 21    

 

Підставити ці значення в (1.13):  

 



















































2

2

2

1

21

10

13

10

3

100

91

10

13

10

3
1

CC

CC

    








911699

10133

21

21

СС

СС
; 

  12120812116939 22  СС  
208

121
2  С ; 

5072080157310
208

12113
310133 121 


 ССС    

16

13
1 С . 

 

Відповідь: 

nn

n 



























10

13

208

121

10

3

16

13
. 

 

Обернена матриця 

Як відомо, для кожного 0а  існує число b , якщо 1аb . Число b  

називають оберненим до а . У разі квадратних матриць n-го порядку 

матриця E  відіграє роль одиниці.  

Означення. Нехай А  квадратна матриця n-го порядку. Квадратну 

матрицю 
1 АХ  того ж порядку називають оберненою до А , якщо 

 

ЕХААХ  . 

 

Перейти в цій рівності  до визначників.  

Оскільки 1Е  і YАА  , то 1 YА . 
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Із цієї формули випливає, що 0А  (інакше ліва частина дорівню-

вала б 0). Очевидно, що в разі 0А  оберненої матриці не існує. 

Означення. Квадратну матрицю А називають особливою (виро-

дженою), якщо її визначник дорівнює 0. Інакше вона є неособливою 

(невиродженою). 

Особлива матриця оберненої матриці не має. 

Важливого застосування обернена матриця набуває під час розв'я-

зання систем лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР): 
 

 



















nnnnn

n

n

fха...хаха

...........................

fха...хаха

fха...хаха

12211

212222121

111212111

        (1.14) 

 

Увести матрицю системи А і вектори х  і F : 
 























nnnn

n

n

a...aa

............

a...aa

а...аа

А

21

22221

11211

,  













































nn f

f

f

F,

x

x

x

X

2

1

2

1

 

 

і записати СЛАР (1) у матричній формі:  

 

 .FАХ   (1.15) 
 

Якщо відомо обернену матрицю 
1А , то, помноживши рівність (1.15) 

зліва на обернену 
1А , буде визначено рівність: fАХАА

11 
 .  

Оскільки EAA 1
 за означенням оберненої матриці, то в резуль-

таті буде визначено:  
 

 fAEX 1    

або  

 .fAX 1        (1.16) 

. 
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Тут застосовано очевидну рівність:   
 

X

x

x

x

x

x

x

...

...

...

EX

nn



































































2

1

2

1

100

010

001

 

 

З іншого боку, можна обернену матрицю обчислити, розв'язавши 

СЛАР (1.14) щодо Х: 
 

 



















12211

122221212

112121111

fb...fbfbx

..................

fb...fbfbx

fb...fbfbx

nnnnn

n

n

 (1.17) 

 

та обернену матрицю:  
 





















nnnn

n

n

b...bb

............

b...bb

b...bb

21

22221

11211

. 

 

Слід розглянути більш детально цю процедуру. Якщо припустити, 

що 0А , тоді й 01  ВА . Тому до системи рівнянь (1.17) можна 

застосувати формули Крамера:  
 




 i

ix , 

де 

i

Af...Af

af...a

af...a

af...a

ni

nnnn

n

n

i 1111

1

2221

1111




.
 

. 
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Розкладаючи визначник i  за елементами i-го стовпця, буде ви-

значено: 





n

j
jiji Af

1

. 

 

Отже, є система рівностей: 
 

.

f
А

...f
А

x

...........................................

f
А

...f
А

x

f
А

...f
А

х

n
nnn

n

n
n

n
n


































1
1

2
1

12
2

1
1

11
1

 

 

Порівнюючи коефіцієнти при if  цієї системи з відповідними ко-

ефіцієнтами системи (1.17). буде визначено вирази для коефіцієнтів 

оберненої матриці В: 
 

.,n...,jn,...,i,
A

b

T
ij

ij 1;1 


  

 

Слід перевірити, що матриця В задовольняє означенню оберненої 

матриці:  ЕАВ   та ЕВА  . 

Для цього побудувати матрицю: 









































...
A

...

...
A

...

a...аАВС

j

j

ini

1

1

1 





. 

 

Згідно із правилом множення матриць, елемент ijc буде дорівнювати: 

 

 jninji

jn

in

j

iij Aa...Aa
A

a...
A

ac 








 11

1

1

1
, 

де вираз у дужках, згідно із  правилом розкладання за елементами рядка, 

дорівнює  , якщо ij  ; 0, якщо ij  .  Тому EC  . 
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Аналогічно слід перевірити рівність EBA  . 
 

Отже,  













































1111

111

1

111

1 1

A...A

A...A

A
...

A

A
...

A

BA

n

nnn

n

  – транспоно-

вана матриця алгебраїчних доповнень матриці А. 
 

Приклад.  Знайти обернену матрицю до  
 

























8522

531

274

А . 

 

Розв'язання: Транспонована матриця системи:  
 





















852

537

2214
ТА . 

 

Обчислити алгебраїчні доповнення елементів матриці 
ТА : 

   15583
85

53
11 




ТА ;    

    665287
82

57
12 




ТА ;

   412357
52

37
13 




ТА ; 

   1182258
85

221
21 


ТА ;

1222248
82

224
22 


ТА ; 

  22254
52

14
23 


ТА ; 
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713225
53

221
31 


ТА ; 

  17472254
57

224
32 


ТА ; 

5743
37

14
33 


ТА ; 

























517471

2212118

41661

А
~

;  





























517471

2212118

41661

972

111 А
~

А . 

 

Відповідь: 


























517471

2212118

41661

972

11А . 

 

Властивості оберненої матриці 

Разом із характеристичними властивостями оберненої матриці 

ЕАААА   11
 слід зазначити ще дві: 

1. Для невироджених матриць А  та В  має місце рівність:  
 

  111 
 АВАВ . 

 

2.   АА 
 11

. 
 

Доведення:  

1. Для перевірки рівності (1) помножити її справа на 
1В : 

 

    11111 
 ВААВААВААВ . 

 

Тепер помножити останню рівність справа на 
1А : 

 

    1111111 
 АВАВАВАААВ . 

 

Рівність доведено. 
 

Зауваження: ця властивість, очевидно, справедлива і в разі довільної кількості множ-

ників. Наприклад, якщо А, В, С – невироджені матриці, то   1111 
 АВСАВС . 
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2. Для доведення рівності 2, виконати такі дії:  

записати очевидну рівність ЕЕ  , або 
1 ААЕ , або ВАЕ  , 

де 
1 АВ ;   

помножити останню рівність справа на 
1B АВЕ  1

  AB  1
 

або   AA 
 11

. 

Приклад 1. Розв'язати систему рівнянь методом оберненої матриці:  
 















2
321

321

321 1

ххх

ххх

ххх

. 

Розв'язання. Транспонована матриця системи 























11

11

11

 має ви-

значник: 
 

           22

333

12211121

2223)(11




 

 

Обчислити допоміжні визначники: 
 

1
1

1
2

11 



ТА ;   1

1

11
12 


ТА ;   1

11

1
13 


ТА ; 

 1
1

11
21 


ТА ;  1

1

1
2

22 



ТА ;   1

11

1
23 


ТА ; 

 1
1

11
31 


ТА ;   1

11

1
32 


ТА ;  1

1

1
2

33 



ТА . 

 

Матриця алгебраїчних доповнень: 
 

   

   

    























111

111

111

2

2

2

А
~

; 

. 
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   

   

   

   

  
.,,

А

21

111

111

111

21

1

111

111

111

21

1

2

2

2

2

1





















































 

Отже,  

  






























































 

2

1

3

2

1 1

111

111

111

21

1
ВА

х

х

х

Х  

     

 




















































1

1

1

21

1

1

1

1

21

1

3

2

2

22

2

 

  

  

    

 

















































1

1

1

2

1

11

1

11

21

1

22

. 

 

Відповідь: .х,х,х
2

1

2

1

2

1 2

321











  

 

Приклад 2. Система рівнянь 















acybz

bazcx

cbxау

 має єдиний розв'язок.  

Довести, що  0аbc . Розв'язати цю систему.  
 

Розв'язання. Подати цю систему рівнянь у матричному вигляді: 

 


















































a

b

c

z

y

x

bc

ac

ab

0

0

0

. 
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Обчислити визначник системи:  
 

02

0

0

0

 cbabcacab

bc

ac

ab

. 

 

Обчислити допоміжні визначники: 
 

   222222
1

0
0

0

cbaaabaac
ba

ab
a

bc

a
c

bca

ab

aс

 ; 

   222222
2

0
0

0

cabbbcabb
b

ac
c

ba

ab
b

ba

abc

cb

 ; 

   222222
3

0

0

0 cabccaccb
ac

ca
c

ac

b
b

ac

bc

cab

 . 

 

За формулами Крамера можна обчислити: 
 

 
 
 
































































222

222

222

3

2

1

2

11

cabc

cabb

abca

abc
z

y

x

; 

 
bc

abc

abc

abca
x

22

222222 





 ; 

 
ac

bca

abc

bcab
y

22

222222 





 ; 

 
ab

cba

abc

cbaa
z

22

222222 





 . 

 

Обернену матрицю можна шукати іншим способом, а саме: спо-

чатку треба скласти матрицю з вихідної А  та одиничної того ж порядку, 

причому одинична має стояти праворуч від матриці А . Побудовану 
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матрицю елементарними перетвореннями слід звести до вигляду, коли 

справа буде розташовано неодиничну матрицю, а зліва – одиничну. 

Тоді складена неодинична матриця й буде становити обернену до А  

матрицю. 

 

Приклад 3. Знайти 
1M , де 























632

210

415

M . 

 

Розв'язання:  





















































5

17

10
5

2
010

001

5

38

5

17
0

210

415
5

2

100

010

001

632

210

415

  

 









































































72

5

5:

1
5

17

5

2
36

5

36

19

18

1
12

5

12

5

6

5

5

72
00

010

005

12

5

36

5
1

5

17

5

2
010

011

5

72
00

210

605

 





























72

5

72

17

36

1
36

5

36

19

18

1
12

1

12

1

6

1

100

010

001

    

 






















































5172

10384

6612

72

1

72

5

72

17

36

1
36

5

36

19

18

1
12

1

12

1

6

1

1М . 
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Приклад 4. Знайти обернену до матриці  

























1111

1111

1111

1111

. 

Розв'язання:  
 








































































1001

0101

0011

0001

0220

2020

2200

11111

1000

0100

0010

0001

1111

1111

1111

1111

 

 

Поміняти місцями другий та четвертий рядки: 
 













































































1

0011

1100

1001
2

1
00

2

1

2200

2200

0220

1001

1
2

1

0011

0101

1001

0001

2200

2020

0220

1111











































4

1

2

1

1111

1100

0101
2

1
00

2

1

4000

2200

2020

1001

 

 4:

2:

2:

1111
2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1
4

1

4

1

4

1

4

1

4000

0200

0020

0001

































































250250250250

250250250250

250250250250

250250250250

1000

0100

0010

0001

,,,,

,,,,

,,,,

,,,,

. 

 

Відповідь: 

























250250250250

250250250250

250250250250

250250250250

,,,,

,,,,

,,,,

,,,,

 – обернена матриця. 
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Ранг матриці 

Поняття рангу введено для довільної nm  матриці:  

 























mnmm

n

n

a...aa

a...aa

a...aa

A

21

22221

11211


. 

 

Вибрати в А k  рядків із номерами ki...ii  21  та k  стовпців із но-

мерами kj...jj  21 , mnk , .  З елементів матриці А, розташованих 

на перетині обраних k   рядків і k  стовпців, побудувати визначник: 
 

kkkk

k

k

jijiji

jijiji

jijiji

а...аа

а...аа

а...аа

21

22212

12111


, 

який називають мінором k-го порядку матриці А. Змінюючи вибір k  ряд-

ків і k  стовпців, визначають велику кількість мінорів матриці А. Деякі 

з них можуть дорівнювати 0. 

Означення. Рангом  матриці А називають максимальний порядок 

усіх мінорів матриці, відмінний від 0. Позначають ранг як )(Arg  

)(Arang . 

Теорема. Якщо мінори k-го порядку матриці А дорівнюють 0, то і всі 

мінори вищого порядку також дорівнюють 0. Це випливає із правила 

обчислення визначника шляхом розкладання за елементами рядка 

(стовпця).  
 

Приклад. Знайти ранг матриць:  

а)  

















1773

1887

1041

;  б)  























16101

5312

2131

;   в) 

96153

34910

3251

8552









. 
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Розв'язання:  

a)   187178
73

87
10

173

187
4

177

188
1

1773

1887

1041

 

    02602602510654108377101831774  . 
 

Один із мінорів другого порядку, наприклад,  
 

.013103171
173

101
  

 

За означенням рангу знайдено мінор 2-го порядку, відмінний від 0, 

а мінор 3-го порядку дорівнює 0, тому   2Arg .  

Інший спосіб: за допомогою елементарних перетворень звести 

матрицю до верхньотрикутного вигляду: кількість ненульових рядків 

у зведеній матриці визначає ранг матриці: 
 

2)(

000
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
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Arg , 

оскільки кількість ненульових рядків в останній матриці два. 
 

б) елементарними перетвореннями звести матрицю 
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до верхньотрикутного вигляду. 
 

Розв'язання: 
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





















0000

1570

2131

, 

оскільки ненульових рядків два у зведеній матриці, то    2Arg . 
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в)
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
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

 

  3Arg , оскільки  зведена матриця має три ненульових рядки. 
 

Із прикладів випливає, що задача визначення рангу матриці по-

требує обчислення великої кількості визначників. Цю велику роботу 

можна спростити, використовуючи елементарні перетворення: 

10 – множення будь-якого рядка матриці на число, відмінне від 0; 

20 – додавання до елементів одного рядка (стовпця) відповідних 

елементів іншого рядка, помноженого на число, відмінне від 0; 

30 – перестановку місцями двох рядків. 

Позначити через 
 3,2,1  аналогічні операції над стовпцями.  

Доводиться, що елементарні перетворення не змінюють рангу 

матриці [1, с. 71–73]. 

Доводиться, що елементарними перетвореннями над рядками та пе-

рестановками стовпців може бути перетворено матрицю до трикутного 

вигляду. 

 

Метод Жордана – Гаусса 

Спочатку слід з'ясувати, сумісна ця система чи ні. 

Теорема (про сумісність СЛАР). Лінійна система рівнянь ВАХ   

сумісна тільки в разі, коли )AB(rg)A(rg  . 

Наслідок. Якщо )AB(rg)A(rg  , то система несумісна. 

У разі сумісності систему лінійних рівнянь ВАХ   може бути роз-

в'язано таким чином: 

1) зведенням елементарними перетвореннями їхньої розширеної 

матриці до верхньотрикутної;  

2) переходом до системи зі змінними; 
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3) визначенням єдиного ( nr)AB(rg)A(rg  ) розв'язку або 

нескінченної множини розв'язків nr  . 

Приклад. Дослідити на сумісність і розв'язати систему:  

 

а) 



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


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;   б) 



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; в) 


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
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0345

023

321

321

321

ххх
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ххх

. 

Розв'язання:  

а) слід скласти розширену матрицю 




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
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


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
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АВ   

і звести її до матриці трикутного вигляду:  
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
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
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
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5

3
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2
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7

343
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АВ . 

 

Визначити ранги матриць А  і АВ: 

2)( Arg , кількість ненульових рядків зведеної матриці А  дорів-

нює 2; 

3)( AВrg , кількість ненульових рядків зведеної матриці АВ  до-

рівнює 3. 

Отже,     32  ABrgArg . Система несумісна; 

б) слід скласти розширену матрицю 
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АВ  і звести 

її до трикутного вигляду:  
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
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Визначити ранги матриць А  і АВ: 

 ABrgArg  3)( , оскільки кількість ненульових рядків зведених 

матриць А  і AB  дорівнює 3, то система сумісна; 

оскільки r = 3 = n-кількості змінних, то система має єдиний розв'язок. 

Помножити третій рядок останньої матриці на 331  і додати до дру-

гого, потім на 7 і додати до першого:  
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Відповідь: .ххх 2;0 ;1 321   

в) аналогічно, 
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     2ABrgArg   система рівнянь сумісна. 
 

Оскільки 32  nr , то система має нескінчену множину розв'язків. 

Знайти її: 
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   2Arg у матриці А  є мінор 2-го порядку, відмінний від 0. 

Наприклад, 02

3

2
0

23
 . Цей мінор називають базисним. А змінні 

1х  і 2х  – базисними, залишок – вільні. У нас це 3х . Перейти до системи 

зі змінними, залишивши базисні змінні зліва, а вільні перенести вправо: 
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.хх

ххх
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Розв'язати її щодо базисних змінних 1х  і 2х : 

.ххххххххх 0
2

1
223;

2

1
333323132 








  

де 3х  виконує роль параметра.  
 

Отже, загальний розв'язок системи рівнянь має такий вигляд: 
   

3

3

3

1
2

1
0

2

1
0

х

х

хХ



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


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
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














 , 

де 3х  – довільна стала.  

 

Це і є нескінченна множина розв'язків системи лінійних рівнянь. 

 

Теоретичні запитання для самодіагностики 

1. Як обчислити визначник матриці за правилом Лапласа? 

2. Назвіть правило знака під час визначення доданків визначника 

n-го порядку. 

3. Для квадратних матриць А  та 
ТА  визначники однакові чи ні? 

4. Знак визначника змінюється на протилежний під час переста-

новки тільки сусідніх рядків (стовпців) чи будь-яких? 

5. Ранг матриці визначають для матриці будь-якого порядку? 

6. Як визначають ранг матриці не за означенням? 

7. За якої умови СЛАР ВАХ   сумісна? 

, 
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8. Якщо цю умову не виконано, чи випливає з цього, що система 

рівнянь несумісна? 

9. За якої умови можна застосовувати метод оберненої матриці для 

розв'язання СЛАР? 

10. За якої умови можна застосовувати метод Крамера для роз-

в'язання СЛАР?  

11. Наведіть формули Крамера для розв'язання СЛАР. 

12. Що називають алгебраїчним доповненням елемента матриці?  

13. Яку матрицю називають оберненою до матриці А?  

14. Чи для будь-якої матриці  існує обернена? 

15. Чи виконується рівність АААА   11
? 

 

2. Власні значення та вектори матриць 

 

Необхідно розглянути лінійний оператор n – вимірний лінійний 

простір 
nR , у якому задано лінійний оператор А . Нехай    n,і,еi 1


 – 

деякий базис  цього простору .nR  А – матричне уявлення оператора А  

в цьому базисі. Це означає, що для будь-якого вектора 
nRх


 існує 

вектор 
nRy


: .AXYxAy 


 

Цікавими є вектори, які під час дії оператора А  перетворюються 

на колінеарні вектори, тобто 

 

 ХАХххА 


, (2.1)  

де 
nRХ,Х  0


.   

 

Означення. Вектор 
nRх


, який задовольняє умову (2.1), нази-

вають власним вектором лінійного оператора А (або матриці А, яка 

є матричним уявленням оператора А в цьому базисі). 

Означення. Коефіцієнт   називають власним значенням опера-

тора А , яке відповідає власному вектору 
nRх


.  

Власні вектори – це вектори, які оператор А перетворює на колі-

неарні.  
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Слід розглянути задачу визначення власних значень і власних 

векторів лінійного оператора: 

 

,ЕХАХххА 


 

де 0
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Х ; 
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Записати матричне  співвідношення в координатній формі: 

 

  ,ХЕА 0


  

де 0
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Х ; 
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  (2.3) 

 

Отже, визначено систему лінійних однорідних рівнянь, яка завжди 

є сумісною, оскільки її задовольняє тривіальний розв'язок  21 хх  

= 0 nх... . 

Але цей розв'язок не цікавий, тому що за умовою 0


X . Для того 

щоб однорідна система лінійних рівнянь мала відмінний від 0 розв'язок, 

вона має  бути невизначеною, тоді визначник системи має дорівню-

вати 0: 

   0
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n

n

P

a...aa

............

a...aa

а...аа

ЕА . (2.4) 

. 

. 
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Це рівняння називають характеристичним. Якщо розкрити визнач-

ник, то буде знайдено поліном n-го степеня, який у загальному  випадку 

має n  коренів i . Вони можуть бути комплексно-спряженими парами або 

дійсними.  

Слід пам'ятати, що власні вектори визначають із точністю до по-

стійного множника. Це означає, що якщо iХ  – власний вектор, то і iaХ , 

де 0a , є також власним вектором. 

Приклад 1. Знайти власні значення та власні вектори матриці:  
 



















102

010

201

А . 

 

Розв'язання. Побудувати характеристичне рівняння: 
 

0330

102

010

201
23 







 ЕА . 

 

Корені цього рівняння .,, 311 321   Усі власні значення 

різні. Слід знайти ці вектори. Система лінійних однорідних рівнянь для 

визначення власних векторів у матричному вигляді така: 
 

  0 ХЕА  . 

 

Ця система у розгорнутому вигляді: 
 

 

 

 













0102

0010

0201

321

321

321

ххх

ххх

ххх

. 

 

За 11   система набирає такого вигляду: 

 















0002

0000

0200

321

321

322

ххх

ххх

ххх

  або  















0

0

1

2

3

x

tх

х

. 
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Оскільки   21  EArg  слід уважати змінну 2х  вільною змінною, 

а змінні 31, хх  – базисними змінними. З останнього рівняння системи 

буде .х 01   А з першого рівняння системи 02 3 x , звідки 03 x .  

Отже, перший власний вектор у вигляді матриці-стовпця є: 


















0

1

0

1X . 

Його довжина 1010 222
1 X . Відповідний нормований власний 

вектор  є 


















0

1

0

1

1
1 Х

Х
X . 

За 12   система набирає такого вигляду: 

 















0202

0020

0202

321

221

321

ххх

ххх

ххх

 або  















022

02

022

31

2

31

хх

х

хх

. 

 

Тут також   22  EArg . Слід уважати змінну 3х  вільною змін-

ною, а змінні 21, хх  – базисними змінними.  

Із другого рівняння буде 02 х . 

Із першого рівняння знайдено значення 
1х :  

 

11;0 133131  xxхxхx . 

 

Отже, другий власний вектор є: 



















1

0

1

2Х  

Довжина вектора   2101 222

2 Х . 

Відповідний нормований власний вектор має такий вигляд:  



















1

0

1

2

1
2Х . 
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За 33   система набирає такого вигляду: 

  















0202

0020

0202

321

321

321

xхх

ххх

ххх

  або  








0

1

2

13

х

хх
. 

 

Як і в попередніх випадках   23  EArg  . Із другого рівняння 

буде 02 х . Із першого рівняння буде 131  xx . 

Отже, 



















1

0

1

3Х . Довжина вектора 2101 222
3 Х . 

Третій нормований власний вектор має такий вигляд: 



















1

0

1

2

1
3Х . 

Визначені вектори 321 ,, XXX   одиничні й попарно ортогональні 

вектори.  

Приклад 2.  Знайти власні значення та вектори  









10

21
А .  

Розв'язання. Скласти характеристичне рівняння:  
 

0
10

21










ЕА    101 21

2
 , . 

 

Знайти власний вектор, відповідний цьому кратному власному зна-

ченню 1 :  

 

 

 



















000

020

0110

0211

21

21

21

21

хх

хх

хх

хх
 


















1

2

21

2 0

000

02

х

х

хх

х
          .   



















0

1

2

1

х

х
Х . 

 

Один власний вектор відповідає одному кратному власному зна-

ченню. 

будь-яке 
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Приклад 3. Знайти власні значення та власні вектори матриці  























496

375

254

. 

 

Розв'язання. Скласти характеристичне рівняння: 
 

     

      ;07645218455

274740

496

375

254











 

  
  .,, 10010

;0413134

321
223

2




 

 

Знайти власний вектор, який відповідає власному значенню 01  . 

 

 





















4

5

0375

0254

0375

0254

321

321

3211

3211

ххх

ххх

ххх

ххх




 

2121

2332

2024

32023

хххх

хххх




. 

Нехай 













.х

х

х
32

2

3

;2

1
3

2

1 .  

Отже, 


















3

2

1

1Х  власний вектор, відповідний 01  . 

Знайти власний вектор, який відповідає власному значенню 13  . 

 

 

 



















0385

0253

0375

0254

321

321

3221

3212

ххх

ххх

ххх

ххх
 

.хххх

хххх

3131

2121

022

;0




 

; 

 
. 
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Нехай 









.1

1
1

3

2

1
х

х
х

;
  

Отже, 


















1

1

1

1Х  власний вектор, відповідний 13  . 

 

Висновок: якщо корені характеристичного рівняння кратні, то лінійно 

незалежних власних векторів може виявитися менше ніж n . 

 

3. Квадратичні форми 

 

Необхідно розглянути евклідовий простір 
nR . Нехай A  – самоспря-

жений лінійний оператор, що діє в 
nR . Це означає, що для :, nRyx   

 y,Ax     Ay,xyA,x *  . Якщо yx  , то буде визначено    Ax,xx,Ax  . 

Слід розглянути матричне уявлення визначеного скалярного добутку. 

Нехай   n,i,ei 1


 є деякий базис евклідового простору 
nR . Довільний 

вектор 
nRx  можна розкласти єдиним чином за векторами базису 

  n,i,ei 1


: 

 

 



n

i
iiexx

1


. (3.1) 

 

Коефіцієнтами розкладання nx...,,x,x 21  є координати вектора x  

у базисі   n,i,ei 1


. Кожному вектору 
nRx  можна поставити у відпо-

відність матрицю-стовпець n-го порядку: 

 

  























nx

x

x

X

2

1

, (3.2) 
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причому  n
T x...xxX 21  – відповідний матриця-рядок координат 

вектора x


. Оскільки оператор A  є самоспряжений оператор, йому в цьому 

базисі   n,i,ei 1


 відповідає симетрична матриця: 

 

  n,j,i,aaAA jiij
T 1 ,  (3.3) 

де 
TA − транспонована щодо матриці A  матриця. 

 

Слід розглянути окремі випадки скалярного добутку    Ax,xx,Ax   

у матричному вигляді. Ураховуючи введені позначення, матричне уявлення 

скалярного добутку буде таким: 

 

     .AxxАx,x T   3.4) 

 

Нехай 2n , тоді 

 

    






























222121

212111

21

2

1

2221

1211

21
xaxa

xaxa
x,x

x

x

aa

aa
x,xAXX T

 

  
 


2

1

2

1

2
22212212112

2
111

i j
jiij xxaxaxxaxxaxa . (3.5) 

 

Вираз, який визначено, слід позначити: 

 

  
 


2

1

2

1
21

i j
jiij

T .xxaAXX)x,x(F    (3.6) 

 

У лінійній алгебрі такий вираз називають квадратичною формою 

2-го порядку щодо змінних 21 xx ,  або просто квадратичною формою. 

Нехай 3n , тоді: 
 

  


































3

2

1

333231

232221

131211

321

х

х

х

ааа

ааа

ааа

х,х,хХАХ Т
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  






















 2112

2

111

333232131

323222121

313212111

321 2 ххаха

хахаха

хахаха

хахаха

х,х,х  

  
 


3

1

3

1

2

333

2

22232233113 22
i j

jiij .xхaхахаххахха    (3.7) 

 

Це є квадратична форма 3-го порядку щодо змінних 321 ,, xxx :  

 

 .xxaAXX)x,x,x(F
i j

jiij
T

 
 


3

1

3

1
321     (3.8) 

 

Аналогічно можна визначити квадратичну форму n-го порядку щодо 

змінних  nx,...,x,x 21 , тобто: 

 

   .xxaAXXx,...,x,xF
n

i

n

j
jiij

T
n  

 


1 1

21  (3.9) 

 

Матриця цієї квадратичної форми є симетричною матрицею n-го 

порядку: 
 























nnnn

n

a...aa

a...aa

a...aa

A

21

212221

11211


.                                      (3.10) 

 

Означення. Квадратичною формою n-го порядку щодо змінних 

nx...,,x,x 21  називають однорідний многочлен другого степеня щодо 

вказаних змінних, тобто вираз, визначений співвідношенням (3.9), де ija  – 

задані числа, коефіцієнти квадратичної форми, n,j,i,aa jiij 1 . 

Означення. Рангом квадратичної форми (3.9) називають ранг матри-

ці A  цієї квадратичної форми. 

Якщо n)A(rang  , то квадратичну форму (3.9) називають невиро-

дженою квадратичною формою, інакше ( n)A(rang  ) квадратичну фор-

му (3.9) називають виродженою квадратичною формою. 
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4. Зведення квадратичної форми 

до канонічного вигляду. 

Метод ортогональних перетворень 

 

Необхідно розглянути задачу зведення квадратичної форми (3.9) 

до канонічного вигляду, тобто до найпростішого вигляду канонічної 

форми. Найпростіший вигляд квадратичної форми – це вигляд, у якому 

наявні лише квадрати змінних і відсутні їхні добутки. Оскільки квадра-

тичній формі (3.9) у цьому базисі   n,i,ei 1


 відповідає симетрична 

матриця A , то зведення квадратичної форми до канонічного вигляду 

означає, що матрицю A  необхідно звести до діагонального вигляду. 

Симетрична матриця, як відомо, завжди діагоналізується й набирає 

діагонального вигляду у власному базисі, тобто базисі, утвореному 

із власних векторів матриці A . Відомо також, що цей базис існує та ста-

новить ортогональний базис. Якщо власні вектори попередньо норму-

вати, то власний базис буде ортонормованим. Слід позначити через Q  

матрицю, стовпці якої нормовані, власні вектори матриці А. Матриця Q  

є матрицею переходу до нового базису, утвореного власними векторами 

матриці A . Матриця Q  є ортогональною матрицею, тобто 
TQQ 1

. 

Необхідно розглянути таке ортогональне перетворення: 
 

 XQXQX T 1
 або XQX  .   (3.11) 

 

У власному базисі (новій системі координат, позначеній штрихами)  

матриця A  набирає такого вигляду: 
 

 AQQAQQА T 1
,   (3.12) 

 

а відповідна квадратична форма набирає канонічного вигляду:  

 

  



n

i
ii

T
n )х(XAXx,...,x,xF

1

2
21  

 ,
22

22
2

11 )(...)()( nn ххх    (3.13) 

де nλ...,,λ,λ 21  − власні значення матриці А . 



57 

Зауваження: у діагональній формі матриці А' власні значення 1, 2, 3 , … , 

n розташовані в тому ж порядку, у якому розміщені нормовані власні вектори 

матриці А, що становлять стовпці матриці Q:  

 





























n

n

...

...

...

A

00

00

001


. 

 

Зведений метод має назву "метод ортогональних перетворень". 

Використання цього методу полягає в такому: 

1) знаходженні власних значень і власних векторів матриці А;  

2) побудові власного базису з нормованих власних векторів та орто-

гональної матриці Q переходу до цього базису; 

3) виконанні ортогонального перетворення ,XQХ   яке зводить 

квадратичну форму до канонічного вигляду; 

4) складанні діагональної матриці   n
T ,...,,diagAQQA  21 ; 

5) побудові канонічного вигляду квадратичної форми. 
 

Приклад. Звести квадратичну форму методом ортогональних пере-

творень. Указати відповідну ортогональну матрицю Q , ортогональне пере-

творення та канонічний вигляд квадратичної форми: 
 

31
2
3

2
2

2
1321 4 xxxxx)x,x,x(F  . 

 

Розв'язання. Матриця цієї квадратичної форми такий вигляд: 
 

.А


















102

010

201

 

 

Визначені вектори 321 Х,Х,Х   – одиничні й попарно ортогональні 

вектори. Безпосередньо можна переконатися, що ijji XХ  , де 1ij , 

якщо ji  , та 0ij , якщо ji  .   
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Побудувати ортогональну матрицю зі стовпців n,i,Х i 1 : 

 
























2

1

2

1
0

001
2

1

2

1
0

Q . 

 

Складена матриця є матрицею переходу від початкового до влас-

ного базису. Ортогональним перетворенням, що зводить квадратичну 

форму до канонічного вигляду, є XQХ  . Координатна форма цього 

перетворення має такий вигляд: 
 



















.
2

1

2

1
0

;00

;
2

1

2

1
0

3213

3212

3211

xxxx

xxxx

xxxx

. 

 

Підставивши у вихідну квадратичну форму формули щойно визна-

ченого ортогонального перетворення та виконавши необхідні алгебраїчні 

дії, буде знайдено канонічний вигляд квадратичної форми, тобто дано 

відповідь на поставлену задачу: 
 

.xxx)x,x,x(F
2

3

2

1

2

1321 3   

 

Як приклад математичної моделі економічного процесу, який вико-

ристовує власні значення та власні вектори матриці, буде розглянуто лі-

нійну модель обміну (модель міжнародної торгівлі). У відомій літературі [7] 

детально описано схему торгівлі для вільної кількості країн. Тут можна 

обмежитися трьома учасниками. 

Нехай є три значення величин їхніх національних доходів 321 х,х,х . 

Якщо вважати, що увесь національний дохід витрачено на закупівлю то-

варів або у країні або на імпорт з інших країн, то умова збалансованості 

торгівлі означає: 
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
















































3

2

1

3

2

1

333231

232221

131211

х

х

х

х

х

х

ааа

ааа

ааа

. 

 

Отже, матриця   31,j,i,аА ij   повинна мати власне значення 

1 , і в цьому разі сума стовпців матриці має дорівнювати 1. 

Якщо припустити, що торгівля має виключно зовнішній характер, 

тобто діагональ матриці А  є нульовою, у цьому разі матриця А  має 

такий вигляд: 

 





















011

10

0

ba

ca

cb

А , 

де c,b,a  – додатні числа, менші ніж 1. 

 

Характеристичний  многочлен матриці А  має такий вигляд: 
 

  013  bbcacabbcbabас . 

 

За допомогою підстановки неважко перевірити, що 1   є коренем 

цього кубічного рівняння й дає таку факторизацію: 
 

   .bcbabа 01 2   

 

За 1  визначити відповідний власний вектор: 
 

,

0

0

0

111

11

1

3

2

1
























































x

x

x

ba

ca

cb

 

що утворює систему трьох лінійних алгебраїчних рівнянь: 
 

 

   













.xxbхa

xcxaх

cxbxх

011

,01

,0

321

321

321
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Очевидно, що сума трьох рівнянь утворить тотожність 00  . Слід 

відкинути третє рівняння та звести систему до такого вигляду: 
 

 







.axxcх

,хcxbx

132

132

1
 

 

Якщо припустити, що dx 1  – довільне число, тоді 
 

d
bccb

acc
x






1
2 ;  .d

bacb

ab
x






1
3  

 

Знайдений результат означає, що збалансованість зовнішньої 

торгівлі досягнуто за співвідношення національних доходів: 
 

     abaccbccb  1:1:  для будь-яких 10  c,b,a . 

 

Прикладом квадратичної форми в економіці може слугувати функ-

ція прибутку фірми, реалізуючої свій продукт на ринку одного товару: 
 

   yCpDрЕ  , 

де p  – ціна одиниці товару;  

y  – обсяг товарної продукції;  

 уD  – величина попиту;  

 уC  – величина виробничих витрат. 

 

У разі лінійної функції попиту pdd)p(D 10  , 010 d,d  і квадра-

тичної функції витрат 
2

2

21

y
cyc)y(C  , 021 c,c  прибуток E  набирає 

такого вигляду: 
 

2

2

21
2

10

y
cycpdpdE  . 

 

Виділяючи повні квадрати за величинами p  і y , буде визначено: 

 

2

2
1

1

2
0

2

2

12

2

1

0
1

242 c

c

d

d

c

c
y

c

d

d
pdE 

















 . 
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Якщо ввести нові змінні 
2

1

1

0

c

c
yy~,

d

d
pp~  , які є відхиленнями 

ціни й обсягу від своїх граничних значень, і позначити 
2

2
1

1

2
0

0
24 c

c

d

d
E   

як критичне значення прибутку, тобто в результаті буде квадратична 

форма      21

22
0

2
p~dy~

c
Ey~,p~E  , зведена до канонічного вигляду. 

Раніше не було вказано зв'язку між ціною p  та обсягом у. Якщо 

припустити, що виконано умови рівності попиту та пропозиції, а також 

відповідність ціни граничним витратам, тобто: 
 

dy

)y(dC
p,y)p(D  . 

Далі буде утворено лінійну систему рівнянь для рівноважних 

значень 
 yp , : 








.yccp

ypdd

21

10 ,
. 

Із цієї системи неважко знайти таке: 
 

12

110

12

021

1
,

1 dc

dcd
y

dc

dcc
p









 

. 

 

Підстановка рівноважних значень 
p  і 

y  у вираз для прибутку дає 

величину  22

2

  y
c

E . 

Від'ємність прибутку пояснюють спадною функцією виробничих витрат.  

 

Теоретичні запитання для самодіагностики 

1. Скільки різних власних значень має матриця n-го порядку? 

2. Який вектор називають власним для матриці n-го порядку ? 

3. Чи може бути власний вектор нульовим, чи власне значення 

нульовим? 

4. За якої умови однорідна система має ненульові розв'язки? 
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5. Завдання до самостійної роботи  
 

1. За якого   матриця N  є особливою ? Варіанти матриць надано 

в табл. 5.1. 
 

Таблиця 5.1 
 

Варіанти матриць 
 

№ п/п Матриця N № п/п Матриця N 

1 2 3 4 

1 






















92

621

545





N  16 






















211

532

31211







N  

2 






















92

621

545





N  17 






















211

532

31211







N  

3 






















92

621

545





N  18 






























144

27113

652

N  

4 






























3494

32

258

N  19 
























1821

5611

341







N  

5 
























151

228

1124







N  20 


























241

85

433

N  

6 


























74

321

1242

N  21 






















21

62

523







N  

7 






























47

139

32

N  22 
























3811

565

14







N  

8 
























61

81173

432







N  23 
























6285

383

321







N  

9 
























325

711

9421







N  24 






























12

432

324

N  
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Закінчення табл. 5.1 
 

1 2 3 4 

10 
























32

85210

231







N  25 






























343

93112

31

N  

11 




























280

262

7153

N  26 






























20

934

32

N  

12 
























134

342

791







N  27 




















1932

81

01







N  

13 
























2461

052

363







N  28 
























1013

232

142

N  

14 
























12231

435

2391







N  29 
























1522

715

74334







N  

15 




























530

96235

196

N  30 
























1944

11843

5732







N  

 

2. З'ясувати, які з наведених добутків входять до визначників відпо-

відних порядків і з якими знаками. Указати порядок визначника (табл. 5.2). 

 

Таблиця 5.2 

 

Варіанти добутків елементів визначників 

 

№ п/п Варіанти добутків 

1 2 3 

1 5544332112 ааааа  532166342542 аааааа  

2 5544312213 ааааа  241253416233 аааааа  

3 5541332214 ааааа  615244263516 аааааа  

4 5544322311 ааааа  615212352644 аааааа  

5 5244332511 ааааа  214114623553 аааааа  
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Закінчення табл. 5.2 
 

1 2 3 

6 5144332215 ааааа  112633536431 аааааа  

7 1111111111 ааааа  224361352414 аааааа  

8 5544322311 ааааа  451136633452 аааааа  

9 5445332211 ааааа  456532463614 аааааа  

10 5344352211 ааааа  243562541331 аааааа  

11 5542332411 ааааа  461225516433 аааааа  

12 5543342211 ааааа  455645322315 аааааа  

13 5543342112 ааааа  321261452354 аааааа  

14 5543341221 ааааа  354162542316 аааааа  

15 1243342155 ааааа  513213442561 аааааа  

16 5543122134 ааааа  511312263544 аааааа  

17 5512342143 ааааа  615233142546 аааааа  

18 5543213412 ааааа  312644621253 аааааа  

19 5521344312 ааааа  165423653241 аааааа  

20 2143345512 ааааа  215642336415 аааааа  

21 5534432112 ааааа  134166243254 аааааа  

22 3443552112 ааааа  644115532231 аааааа  

23 4355342112 ааааа  252235135264 аааааа  

24 5544332212 ааааа  463121146352 аааааа  

25 5544332213 ааааа  416231142355 аааааа  

27 5544332214 ааааа  615463413521 аааааа  

28 5544332215 ааааа  163251256344 аааааа  

29 5544332311 ааааа  523564113254 аааааа  

30 5544332411 ааааа  152443652311 аааааа  

 

3. Обчислити визначник   та ранг матриці А . Варіанти наведено 

в табл. 5.3. 
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Таблиця 5.3 

 

Варіанти визначників   та матриць А  

 

№ 

п/п 
Визначники Матриця А 

1 2 3 

1 

7201

8435

1574

3281



 














 

32180

23032

81018

 

2 

71032

5257

1904

1192







 






















910532

123134

524311

 

3 

801212

2012113

7878

4066









 





















122

10111

11110

10111

 

4 

85868788

89909192

93949596

979899100

 





















0126

3311

9412

1086

 

5 

26252423

22212019

18171615

14131211

 








343129262320

171411841
 

6 

1109

93028

63144

1582









 








343129262320

171411841
 

7 

6544

03514

191087

12652






 





































2465

32253

11911

6188

0777

4253
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Продовження табл. 5.3 
 

1 2 3 

8 

7294

1104

11552822

14820


 



































2465

32256

12915

16162

41137

4104

 

9 

41220

7454

21010

6583





 























0121

301

782

064

 

10 

10063

2673

2123

46114









 





























10063

2613

2323

46111

 

11 

9643

8854

7962

11155







 








3192232

17411841
 

12 

2431

2208

0114

2873







 
















198

765

432

 

13 

4239

7311

4654

231221






 

























4239

7312

4654

23221

 

14 

2104

3241

1023

3111







 

































82371

51121

22301

13212

02311

 

15 

1243

4331

1243

2134

 






















64512

73133

279102
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Продовження табл. 5.3 
 

1 2 3 

16 

5173

1735

1357

7531

 


















64512

73654

21906

 

17 

2220

0144

4201

73110






 













1154

91231
 

18 

7221

5973

5465

3142

 

























7221

5314

9215

7554

 

19 

1111

2020

7952

7431






 



















530

2181

893

 

20 

2432

1575

2313

4621



 
















63712

16820

30019

 

21 

1397

4313

1945

2342


 























51111

14111

11311

11121

11112

 

22 

1234

2113

3212

4321

 

























113

221

231

133

 

23 

5413

02011

2419

3152 

 

























234

511

260

013
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Закінчення табл. 5.3 

 
1 2 3 

24 

4324

3255

8791

3253







 























32100

03210

00321

11110

01111

 

25 

5425

8377

6268

8331

 
















 90112

112416

24352

 

26 

2615

7224

3012

5271




 































43213

101053

37242

53131

02163

 

27 

5214

1135

3102

23111





 





















542

910

352

014

 

28 

91112

0441

5235

2616




 



















431

025

513

 

29 

1454

2317

7254

0123







 




















241

372

143

 

30 

2544

1273

4312

0215






 



















1563

74216

101121

 

 

4. Дослідити систему лінійних алгебраїчних рівнянь на сумісність 

та знайти загальний розв'язок у разі її сумісності. Варіанти систем 

наведено далі: 



69 
























437552

69532

156325

4324

79532

1

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.      
























6955

44425

147364

18423

235432

2

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.   

 
























5726

5223

145213

1935

752524

3

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.         
























82476

232

354

5422

7432

4

5321

321

5321

5431

54321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

xxxxx

.  

 
























362374

613653

25916105

03272014

06432

5

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.   
























5526

15235

233454

24532

105243

6

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























27425

7142524

135

141923

11223

7

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.       
























88352

245432

15423

16736

42425

8

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























4343

32334

234327

4623

712243

9

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.     
























715262

613792

310256

43342

91535

10

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  
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






















3435

338652

14427

4242

16533

11

4321

54321

54321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.   
























6147552

79537

44632

46252

817234

12

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























33492

417527

3122453

55324

325242

13

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  
























49726

8224

310535

4452

214542

14

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























842542

456243

29253

5423

67724

15

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.   
























25273

275526

7122425

84242

625109

16

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























7828133

66538

3346

53947

223735

17

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.
























7295612

1631534

154147

42984

758312

18

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























38732

2916522

35945

4131246

215318

19

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  
























1814263

3921375

1496227

93372

317847

20

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  
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






















177362

15542

956825

431542

634586

21

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.    
























7895132

1198542

161329

143247

718353

22

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  
























122932

592582

1552339

183743

7471239

.23

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  
























3933

16915312

16172375

1332512

731438

24

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























692552

1271532

9561322

58342

691758

25

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.   
























144534

1692582

559422

47263

592519

26

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























122932

592582

1552339

183743

7471239

27

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.    
























3933

16915312

16172375

1332512

731438

28

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 
























692552

1271532

9561322

58342

691758

29

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.    
























144534

1692582

559422

47263

592519

30

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.  

 

5. Розв'язати лінійні системи рівнянь методами оберненої матриці 

та Крамера. У табл. 5.4 наведено варіанти систем. 
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Таблиця 5.4 

 

Варіанти лінійних систем рівнянь 

 

1 2 1 2 

1 















105

163

52

32

32

21

xx

xx

xx

 2 















043

1

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3 















644

022

522

321

321

321

xxх

xxx

хxx

 4 















144

322

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

5 















2

152

142

321

321

321

xxх

xxx

хxx

 6 















323

132

22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

7 















123

02

0

32

21

321

xx

xx

хxx

 8 















893

4724

253

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

9 















223

23

52

321

321

321

xxх

хxx

хxx

 10 















4445

423

22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

11 















2244

822

112

321

321

321

xxх

хxx

хxx

 12 















27

829

123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

13 















03

1

02

31

321

321

xх

хxx

хxx

 14 















1

1

122

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

15 















22

0

0

31

321

321

xх

хxx

хxx

 16 















0

02

1

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

17 















043

15

448

31

321

321

xх

хxx

хxx

 18 















163

184

022

321

31

321

xхx

xx

xxx
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Закінчення табл. 5.4 
 

1 2 1 2 

19 















252

05

25

31

321

321

xх

хxx

хxx

 20 















055

072

192

31

321

321

xx

хxx

xxx

 

21 















043

163

076

31

321

321

xх

хxx

хxx

 22 















172

18

025

321

31

321

xхx

хx

xxx

 

23 















22

067

0

31

321

321

xх

хxx

хxx

 24 















0

022

15

31

321

321

xx

хxx

xxx

 

25 















643

022

223

321

321

321

xхх

хxx

хxx

 26 















144

3272

023

321

321

321

xхx

хxx

xxx

 

27 















24

1532

1426

321

321

321

xхх

хxx

хxx

 28 















323

1323

292

321

321

321

xхx

хxx

xxx

 

29 















6434

0282

224

321

321

321

xхх

хxx

хxx

 30 















4464

82

029

321

321

321

xхx

хxx

xxx

 

 

6. Знайти власні числа та вектори матриці: 
 

;
70

14
5);

21

34
)4;

510

12
3);

83

01
2);

52

63
)1 







 







































 

 

;
36

72
10);

73

48
9);

26

11
8);

14

25
7);

15

311
)6 
















 






























 

 

;
11

85
15);

24

03
14);

14

53
13);

27

12
12);

34

23
)11 



















































 

 

;
27

51
20);

34

25
19);

17

42
18);

52

31
17);

65

22
)16 















 
















 







 
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;
91

13
25);

53

16
24);

42

25
23);

31

23
22);

51

24
)21 









































 
 

 

.
42

13
30);

97

31
29);

12

46
28);

64

12
27);

02

13
)26 













































 

 

7. Звести квадратичну форму  321 x,x,xF  до канонічного вигляду. 

Указати матрицю лінійного перетворення, що зводить квадратичну форму 

до канонічного вигляду: 

1.   323121
2
3

2
1321 6223 xxxxxxxxx;x;xF  . 

2.   3221
2
3

2
2

2
1321 4252 xxxxxxxx;x;xF  . 

3.   3121
2
3

2
2

2
1321 244 xxxxхxxx;x;xF  . 

4.   3121
2
3

2
2

2
1321 4245 xxxxхxxx;x;xF  . 

5.   323121
2
3

2
2

2
1321 3444 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

6.   323121
2
3

2
2

2
1321 278128182 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

7.   323121
2
3

2
2

2
1321 8241212312 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

8.   323121
2
3

2
3

2
1321 44444 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

9.   3121
2
3

2
2

2
1321 84434 xxxxхxxx;x;xF  . 

10.   3221
2
3

2
1321 484 xxxxxxx;x;xF  . 

11.   3121
2
3

2
2

2
1321 48234 xxxxхxxx;x;xF  . 

12.   323121
2
3

2
2

2
1321 4443 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

13.   3221
2
3

2
1321 44 xxxxxxx;x;xF  . 

14   323121
2
3

2
2

2
1321 62223 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

15.   3231
2
3

2
2

2
1321 223 xxxxхxxx;x;xF  . 

16.   3231
2
3

2
2

2
1321 244 xxxxхxxx;x;xF  . 

17.   3121
2
3

2
1321 22 xxxxхxx;x;xF  . 

18.   323121
2
3

2
2

2
1321 124448 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

19.   323121
2
3

2
2

2
1321 884454 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

20.   323121
2
3

2
2

2
1321 84884 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

21.   323121
2
3

2
2

2
1321 848454 xxxxxxхxxx;x;xF  . 



75 

22.   323121
2
3

2
2

2
1321 124475 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

23.   323121
2
3

2
2

2
1321 164478 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

24.   323121
2
3

2
2

2
1321 102245 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

25.   323121
2
3

2
2

2
1321 6245 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

26.   3221
2
3

2
2

2
1321 2445 xxxxхxxx;x;xF  . 

27.   313221
2
3

2
2

2
1321 2222 xxxxxxхxxx;x;xF  . 

28.   323121
2
3

2
1321 4442 xxxxxxхxx;x;xF  . 

29.   3121
2
3

2
3

2
1321 44324 xxxxххxx;x;xF  . 

30.   3121
2
3

2
1321 484 xxxxхxx;x;xF  . 
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