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Економічний зміст задачі багатофакторної 

лінійної регресі міститься у визначенні зна-

чимої оцінки впливу кожного з регресорів на 

відгук за умовою сталості усіх інших регре-

сорів. Ця задача розглядається в даної роботі 

за припущенням про нормальний розподіл 

випадкової помилки, 𝜀~ℕ(0, 𝜎𝚰) та припу-

щенням, що в ГС співвідношення між регре-

сорами лінійні.  Змінні в ГС вважаються сто-

хастичними та нормально розподіленими. 

Таку ГС будемо називати лінійною та норма-

льно розподіленою, ЛНГС.  

З економічної, а взагалі, з фізичної  точки 

зору задача лінійної регресії полягає: 1) у фо-

рмулюванні моделі регресії адекватної даним 

в ЛНГС та 2) визначенні оцінок усередненого 

впливу регресорів на відгук, близьких до їх 

значень в ЛНГС. 

З математичної точки зору, якщо застосо-

вується МНК, то вирішується задача найкра-

щого наближення регресії до відгуку [1, 2, 3], 

де:  

1) Задача лінійної регресії формулюється 

як задача узгодження спостережених та роз-

рахункових даних;  

2) За умовами теореми  Гауса-Маркова те-

оретично доводиться, що МНК-рішення є 

BLUE (при цьому не виключається, що існу-

ють вибіркові оцінки, які зроблені іншими 

методами, з меншою дисперсією, чим дає 

МНК, але вони не є незміщеними);  

3) Використовуються теоретичні формули 

для оцінок дисперсій компонент МНК-

рішення для вибіркових даних будь-якого 

розміру, що дозволяє,  за додатковою умовою 

нормальності випадкової помилки, зробити 

відповідні статистичні інференції щодо оці-

нок вибіркових коефіцієнтів регресії. 

4) Доводиться асимптотична спроможність 

МНК-рішення (незалежно від наявності муль-

тиколінеарності). 

Основною перешкодою, яка заважає МНК-

рішенню бути адекватним економічному рі-

шенню задачі лінійної регресії в ЛНГС для не 

дуже великих вибірок є майже-колінеарність 

даних [4], яка призводить неприйнятну варіа-

бельність МНК-рішень. Тобто, з точки зору 

рішення математичної проблеми узгодження 

регресії з відгуком, МНК чудово справляється 

зі своєю задачею при будь-якої степені май-

же-колінеарності спостережених даних, але зі 

зростанням рівня майже-колінеарності даних 

катастрофічно зростає дисперсія МНК-

рішення і тим більше, чим менше розмір ви-

бірки. 

Іншим джерелом помилок рішення задачі 

лінійної регресії незалежно від методу її рі-

шення є нелінійність ГС, яка досліджується. 

Ця проблема стосується неадекватності моде-

лі і може бути виключена, в принципі, за до-

помогою перетворення даних на етапі препід-

готовки даних. 

Дуже важливим джерелом помилок рішен-

ня задачі лінійної регресії незалежно від ме-

тоду її рішення є невірна специфікація моде-

лі, але ця проблема стосується тільки еконо-

мічного аспекту дослідження і в даної роботі 

не розглядається. 

Різним способам боротьби з проблемою 

майже-колінеарності присвячено безліч ро-

бот, огляд яких даний, наприклад, в [4-7].  В 

основному вони присвячені методам діагнос-

тики існування занадто тісної взаємної коре-

ляції між регресорами з ціллю зменшення 

рівня майже-колінеарності шляхом відбору 

регресорів. Цій шлях не приводе, однак, до 

позитивного результату, оскільки рівень колі-
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неарності змінюється неперервно і не має 

критичних точок [5, 8-11].  

Що стосується впливу майже-

колінеарності даних на варіабельність МНК-

рішення, то попередні дослідження однознач-

но показали необхідність створення нових 

методів рішення економічної задачі регресії, 

які б давали прийнятну з економічної точки 

зору варіабельність рішення при невеликих 

розмірах вибірки зі середнім значенням рі-

шення близьким до значень в ГС.  

У даної роботі запропоновано метод рі-

шення задачі лінійної регресії, який дає рі-

шення близькі до коефіцієнтів регресії в ГС з 

прийнятною варіабельністю для не тільки для 

дуже великих вибірок, як МНК, але й для се-

редніх та малих вибірок при будь-якому рівні 

майже-колінеарності економічних даних. 

Цей метод являє собою модифікований ме-

тод Крамера(ММК) рішення регуляризовано-

го МНК-рівняння 

 

 (𝑋′𝑋 + 𝛼𝐼)𝑏 = 𝑋′𝑌  
 

при 𝛼 ≪ 1. На відміну від ridge regression, 

метод не потребує підбору постійної регуля-

ризації 𝛼 для кожного рішення і дає практич-

но незміщене рішення з малою дисперсією 

при 𝛼 = 0.01 при будь-якому рівні майже-

колінеарності даних.  

Для рішення погано обумовлених матрич-

них рівнянь, замість методу Гауса або Краме-

ра пропонується метод (ММК), який дає рі-

шення матричного рівняння з суттєво мен-

шою варіабельністю, ніж метод Крамера або 

Гауса. Як і метод рідж-регресії, ММК є на-

ближеним методом, але на відміну від нього, 

дає практично нульове зміщення. ММК вико-

ристовує наступний метод рішення стандар-

тизованого матричного МНК-рівняння (1) 

 

Ax B  , 

 

яке записується у вигляді: 

 

' 'A Ax A B . 

 

Позначимо: 

 

𝐴′𝐴 = 𝐻1, 
1'A B B . 

 

Тобто рішаємо рівняння: 

 

𝐻1𝑥 = 𝐵1   
 

Враховуючи можливу погану обумовле-

ність матриці 𝐻1, зменшуємо число обумов-

леності замінюючи матрицю 𝐻1 на близьку 

матрицю 

𝐻 = 𝐻1 + 𝛼𝐸, 

де 𝐸 є одиничною матрицею розміру матриці 

𝐻1, та 0 < 𝛼 ≪ 1 (оптимальне значення 𝛼 =
0.001). Згідно з формулою Крамера, рішення 

рівняння 𝐻𝑥 = 𝐵1   запишемо: 

 

𝑥𝑗 =
∆𝑗

∆
 ,                                                     (1) 

 

 ∆𝑗= ∑ (−1)𝑗+𝑘𝐵1(𝑘) det (𝐻(𝑡𝑘, 𝑡𝑗))𝑛
𝑘=1      

  

∆= ∑ (−1)𝑗+𝑘𝐻(𝑘, 𝑗)det (𝐻(𝑡𝑘, 𝑡𝑗))𝑛
𝑘=1         

   

та 𝑡𝑘 = 1,2, … , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, … , 𝑛. Тут 𝐻(𝑡𝑘, 𝑡𝑗) 

є матрицею 𝐻, з котрої викреслені 𝑘-й рядок 

та 𝑗-й стовпчик.  𝐻(𝑘, 𝑗) є елемент матриці 𝐻. 

Тобто формули (1) є звичайними формулами 

розкладу визначника за алгебраїчними допов-

неннями. 

Ми можемо помножити чисельник та зна-

менник у формулі (1) на будь-якій визначник 

не рівний нулю розміру матриці 𝐻(𝑡𝑘, 𝑡𝑗) . 

Позначимо як 𝐻𝑗
−1 обернену матрицю до мат-

риці 𝐻, у котрої викреслено діагональний 

елемент  𝐻(𝑗, 𝑗), тобто 𝑗-й рядок та 𝑗-й стовп-

чик. Для кожного 𝑗 у формулі (4) помножимо 

чисельник та знаменник на det(𝐻𝑗
−1). 

Використовуючи властивість визначників: 

 

det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵) , 

 

ми можемо записати рішення (1) в іншому 

вигляді: 
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 ∆𝑗= ∑(−1)𝑗+𝑘𝐵1(𝑘) det (𝐻𝑗
−1𝐻(𝑡𝑘, 𝑡𝑗))

𝑛

𝑘=1

 

 

∆= ∑(−1)𝑗+𝑘𝐻(𝑘, 𝑗)det (𝐻𝑗
−1𝐻(𝑡𝑘, 𝑡𝑗))

𝑛

𝑘=1

 

 

Наближене рішення СЛАР (1) тоді запи-

шеться як 

 

𝑥𝑗 =
∆𝑗

∆
. 

 

Як показали дослідження, ця проста опера-

ція призводить до суттєвої стабілізації рішен-

ня погано-обумовлених матричних рівнянь 

при оптимальному значенні 𝛼 = 0.001.  

Недоліком ММК є необхідність обчислю-

вати багато разів визначники розмірності чи-

сла регресорів. Це, по перше, призводить до 

значних обчислювальних витрат, а по друге, 

до накопичування обчислювальних помилок 

при обчислюванні визначників значних по-

рядків, що запобігає отриманню коректного 

рішення. 

Слід однак відмітити, що завдяки центру-

ванню даних обчислювальні помилки при 

обчислюванні визначників взаємно компен-

суються, що дає можливість вирішувати з 

прийнятною точністю задачі регресії з числом 

регресорів близько ста и вище.  

Програма рішення стандартизованого 

МНК-рівняння в R: 

 

kramer <- function(A, B, alpha=1e-3) { 

      n <- length(B) 

    H1 <- t(A)%*%A 

    B1 <- t(A)%*%B 

    E <- diag(n) 

    H2 <- alpha*E+H1 

    row_idx <- sort(rep(seq_len(n), n)) 

    col_idx <- rep(seq_len(n), n) 

    D <- vector("double", n) 

    D1 <- vector("double", n) 

    for(item in seq_len(n*n)) { 

      i <- row_idx[item] 

      k <- col_idx[item] 

        if (k == 1) { 

        H3 <- solve(H2[-i, -i], diag(n-1)) 

      } 

      detH3H2 <- det(H3%*%H2[-k, -i]) 

      D[i] <- D[i] + (-1)^(i+k)*B1[k]*detH3H2 

      D1[i] <- D1[i] + (-1)^(i+k)*H2[k, 

i]*detH3H2 

    } 

    X <- D/D1 

    cbind(X) 

} 
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