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Вступ 
 

Дедалі більшу роль у сучасній науці та техніці відіграють математич-

ні методи дослідження, моделювання та проектування. Це обумовлено 

вдосконаленням обчислювальної техніки, завдяки якій істотно збільши-

лася можливість успішного застосування математики під час розв'язання 

конкретних задач. Математичні науки тісно пов'язані з розвитком інфор-

маційних комп'ютерних технологій, які проникли практично в усі сфери 

людської діяльності і відіграють вирішальну роль в освіті сучасного кон-

курентоспроможного фахівця, надаючи йому апарат дослідження склад-

них систем будь-якої природи і логіку побудови проектної діяльності. 

З іншого боку, високопродуктивні інформаційні технології перетворилися 

на найважливіший сегмент наукомісткого високотехнологічного виробни-

цтва, реалізувати який можуть тільки фахівці, що мають поглиблену під-

готовку в галузі математики та комп'ютерних наук. 

Лінійна алгебра – розділ математики, об'єктом вивчення якого 

є лінійні (векторні) простори, а предметом – розроблення відповідних 

алгебраїчних методів і застосування їх до побудови лінійних математич-

них моделей реальних явищ та процесів у різноманітних галузях людсь-

кої діяльності. 

Аналітична геометрія – розділ математики, об'єктом вивчення 

якої є геометричні фігури, а предметом – установлення їхніх властивос-

тей засобами алгебри за допомогою координатного методу. 

Метою вивчення навчальної дисципліни "Лінійна алгебра та аналі-

тична геометрія" є: ознайомлення студентів з основними положеннями 

щодо методів векторної та матричної алгебри; дослідження геометрич-

них об'єктів та їх властивостей шляхом вивчення властивостей рівнянь, 

геометричними образами яких є ці об'єкти. 

У процесі вивчення навчальної дисципліни основну увагу приділено 

формуванню у студентів професійних компетентностей, а саме: 

набуття базових знань із матричного числення та лінійної алгебри 

для їх застосувань під час розроблення математичних моделей; 

підготовленість до засвоєння методів розв'язання геометричних за-

дач алгебраїчними методами; 

здатність до застосування опанованих ідей і методів під час розв'я-

зання конкретних задач в області комп'ютерних наук та інформаційних 

технологій, які зводяться до лінійних моделей; 
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володіння методами аналізу інформації, яка подана у вигляді бага-

товимірних векторів; 

здатність до алгебраїчного аналізу на площині й у просторі різно-

манітних залежностей між характеристиками об'єктів у задачах, що зво-

дяться до моделей, які не є лінійними; 

підготовленість до впровадження засобів координатного методу ві-

зуалізації в задачах аналізу складових інформаційних систем. 

Запропоновані методичні рекомендації і завдання для контрольних 

робіт укладені відповідно до робочої програми навчальної дисципліни 

"Лінійна алгебра та аналітична геометрія" для студентів спеціальності 

122 "Комп'ютерні науки  та інформаційні технології" й охоплюють увесь 

теоретичний матеріал із відповідних розділів дисципліни. 

Теоретичний матеріал викладено у стислому вигляді з ілюстратив-

ними прикладами. Кожний варіант контрольної роботи містить набір за-

дач, які відображають основні теоретичні положення навчальної дисцип-

ліни й їх застосування. Для полегшення процесу засвоєння відповідного 

матеріалу та розв'язання задач власного варіанта контрольної роботи 

наведено зразок виконання типового варіанта, який водночас може слу-

гувати студентам прикладом для оформлення. 

Варіант контрольної роботи визначається числом, яке відповідає 

останній цифрі номера залікової книжки або студентського квитка. Номе-

ри задач для кожного варіанта наведені в табл. 1. 

 

Таблиця 1 

 

Номери задач контрольної роботи за варіантами 

 

Номер варіанта Номери задач контрольної роботи 

0 1.0,  2.0,  3.0,  4.0,  5.0,  6.0,  7.0,  8.0,  9.0,  10.0 

1 1.1,  2.1,  3.1,  4.1,  5.1,  6.1,  7.1,  8.1,  9.1,  10.1 

2 1.2,  2.2,  3.2,  4.2,  5.2,  6.2,  7.2,  8.2,  9.2,  10.2 

3 1.3,  2.3,  3.3,  4.3,  5.3,  6.3,  7.3,  8.3,  9.3,  10.3 

4 1.4,  2.4,  3.4,  4.4,  5.4,  6.4,  7.4,  8.4,  9.4,  10.4 

5 1.5,  2.5,  3.5,  4.5,  5.5,  6.5,  7.5,  8.5,  9.5,  10.5 

6 1.6,  2.6,  3.6,  4.6,  5.6,  6.6,  7.6,  8.6,  9.6,  10.6 

7 1.7,  2.7,  3.7,  4.7,  5.7,  6.7,  7.7,  8.7,  9.7,  10.7 

8 1.8,  2.8,  3.8,  4.8,  5.8,  6.8,  7.8,  8.8,  9.8,  10.8 

9 1.9,  2.9,  3.9,  4.9,  5.9,  6.9,  7.9,  8.9,  9.9,  10.9 
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1. Теоретичні відомості 
 

1.1. Матриці та дії над ними 
 

Матрицею розміру m×n називають упорядковану таблицю елемен-

тів, що складається з m  рядків та n  стовпців.  

Позначають матриці великими латинськими літерами: BA, , а їх 

елементи – відповідними малими літерами: ijij ba , . Індекси в позначенні 

елемента матриці ija  вказують на його розташування: перший є номером 

рядка i , другий – номер стовпця j . На письмі таблицю беруть в дужки: 

 

















 

mnmm

n

n

nm
jiij

aaa

aaa

aaa

aA







21

22221

11211

,
1,)( . 

 

Наприклад, 
 














8214
5301

A  – матриця 42 ; 













 


3
0
1

1
9

2
B  – матриця 23 ; 









3
7

C  – матриця-стовпець 12 ; 

)104(D  – матриця-рядок 31 . 

 

Нульовою називають матрицю (будь-якого розміру) О , всі елемен-

ти якої дорівнюють нулю. 

Квадратною матрицею порядку n називають матрицю, в якій кіль-

кості рядків та стовпців співпадають та дорівнюють n : 
 

















 

nnnn

n

n

n
jiij

aaa

aaa

aaa

aA







21

22221

11211

1,)( . 
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Наприклад, 
 


















159
621
031

A  – матриця третього порядку (або 33 ). 

 

Головною діагоналлю квадратної матриці називають сукупність 

елементів з однаковими індексами },,,{},1,{ 2211 nnii aaania  ; побіч-

ною – сукупність елементів },,,{},1,{ 1)1(21)1( nnniin aaania   . 

Діагональною називають квадратну матрицю, всі елементи якої 

поза головною діагоналлю дорівнюють нулю: 
 



















n

n

d

d

d

dddiagD









00

00

00

),,( 2

1

1 . 

 

Діагональну матрицю, всі діагональні елементи якої дорівнюють 

одиниці, називають одиничною матрицею відповідного порядку та поз-

начають E  (або I ): 
 



















100

010
001

)1,,1(







diagE . (1.1.1) 

 

Наприклад, одиничні матриці другого та третього порядку мають  

відповідно вигляд: 
 











10

01
E    та   



















100

010

001

E . 

 

Верхньотрикутною (нижньотрикутною) називають квадратну матри-

цю, всі елементи якої нижче (вище) головної діагоналі дорівнюють нулю: 
 

njijijiaij ,1,)(0  . 
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Матриці називають рівними, якщо вони співпадають поелементно: 

 

),1;,1(, njmijibaBA ijij  . 

 

Очевидно, рівними можуть бути лише матриці однакового розміру. 

 

Розглянемо основні операції над матрицями. 

1. Сумою BA  матриць nmijaA  )(  і nmijbВ  )(  однакового 

розміру називають матрицю nmijсС  )(  (того ж розміру), елементи якої 

дорівнюють сумам відповідних елементів: 

 

BAС  ),1;,1(, njmijibac ijijij  . (1.1.2) 

 

Наприклад, якщо задано матриці розміру 32 : 

 















473

021
32A   і  














602

315
32B , 

 

тоді їх сума дорівнює: 
 








 















271

336

640723

301251
BA . 

 

2. Добутком на число   матриці довільного розміру nmijaA  )(  

називають матрицю nmijсС  )(  (того самого розміру), елементи якої 

дорівнюють добуткам вихідної матриці на це число: 
 

AС  ),1;,1(, njmijiac ijij  . (1.1.3) 

 

Наприклад, 
 

































06

102

0232

52)1(2
2

03

51
22 AA . 

 

Операції додавання матриць та множення матриці на число нази-

вають лінійними операціями. 
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Наведемо властивості лінійних операцій: 

1) комутативність додавання: ABBA  ; 

2) асоціативність додавання: CBACBAСBA  )()( ; 

3) комутативність множення на число:  AA  ( const ); 

4) асоціативність множення на число: AA )()(   ( constμλ, ); 

5) дистрибутивність множення на число відносно додавання мат-

риць: BABA  )( ; 

6) дистрибутивність множення на число відносно додавання чисел: 

AAA  )( ; 

7) AOA  ; 

8) OAA  )( ; 

9) OA0 ; 

10) AA 1 . 

 

Зауважимо, що за допомогою розглянутих операцій додавання та мно-

ження на число можна визначити різницю двох матриць: 

 

BABA  )1( . 

 

Тоді, очевидно, що операцію віднімання матриць nmijaA  )(   

і nmijbВ  )(  визначено для будь-яких матриць однакового розміру  

та виконують її також поелементно: 

 

BAС  ),1;,1(, njmijibac ijijij  . (1.1.4) 

 

3. Добутком АВ  матриць kmijaA  )(  розміру km   та nкijbВ  )(  

розміру nk   називають матрицю nmijсС  )(  розміру nm , елементи 

якої дорівнюють сумам попарних добутків елементів i -го рядка матриці А  

та відповідних елементів j -го стовпця матриці В : 

 

ABС  ),1;,1(,
1

njmijibac
k

s
sjisij  



. (1.1.5) 
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З означення випливає, що добуток двох матриць визначено тільки 

для матриць узгоджених розмірів: число стовпців першої (лівої) матри-

ці співпадає із числом рядків другої (правої) матриці. 

Наприклад, для матриць: 
 













 


3
0
1

1
4
2

23A   і  






 12
03

22B  

визначено добуток AB , але не визначено добуток BA . Розмір матриці 

добутку AB  складається з кількості рядків першої матриці та кількості 

стовпців другої, тобто дорівнює 23 . 

Для обчислення елементів добутку AB  згідно з формулою (1.1.5) 

необхідно брати елементи рядків першої (лівої) матриці та множити їх  

на відповідні елементи стовпців другої (правої): 
 

  














































 



1301

1004

1)1(02

23)3(1

20)3(4

2)1()3(2

12

03

3

0

1

1

4

2

23AB  

 













 




3
0
1

3
12
8

. 

 

Властивості множення матриць наступні: 

1) некомутативність множення в загальному випадку: 
 

BАAB  ; 

 

2) комутативність множення на одиничну: 
 

AEАAE  ; (1.1.6) 
 

3) асоціативність множення: 
 

)()( BCAСAB  ; 

 

4) комутативність та асоціативність відносно множення на число:  
 

)()()( ВAВAAВ   ( const ); 
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5) дистрибутивність множення відносно додавання матриць:  

 

BСAССBA  )( ;      СBСАBAС  )( ; 

 

4. Піднесенням до степеня k називають множення матриці на се-

бе k  разів: 

 


разівk

k AAAA  , 
(1.1.7) 

тому ця операція визначена тільки для квадратних матриць. 

 

Піднесення до степеня є частинним випадком множенням матриць 

(1.1.5), тому має ті самі властивості. 

5. Транспонування – це запис елементів кожного рядка матриці 

в стовпець (або навпаки) без порушення порядку їх розташування.  

Ця операція визначена для матриці A  будь-якого розміру nm . 

У результаті отримаємо матрицю розміру mn , яку називають транс-

понованою до вихідної матриці та позначають 
TA : 

 

nmijaA  )(             mnji
T aA  )( . (1.1.8) 

 

Наприклад, 

 

 





























 


 

96

01

31

27

90

61

32

17
2442

TAA . 

 

Мають місце наступні властивості транспонування: 

 

1) АA ТT )( ; 

2) 
ТТТ ВABA  )( ; 

3) 
TТ AA  )(  ( const ); 

4) 
ТТТ ABAB )( . 
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Підсумовуючи, зазначимо, що операції над матрицями мають різ-

ний пріоритет. Наведемо перелік операцій у послідовності спадання 

пріоритету: 

1) транспонування – найвищий пріоритет; 

2) множення матриці на число та множення матриць (у частинному 

випадку, піднесення до степеня) – мають однаковий пріоритет; 

3) додавання (віднімання) матриць – найнижчий пріоритет. 

У такому порядку слід виконувати дії над матрицями у випадку 

складних виразів. Наприклад, для обчислення 
22 ВСAT   необхідно ви-

конати таку послідовність дій: 1) транспонування 
TA ; 2) множення 

TСA ; 

3) множення 
TСA2 ; 4) піднесення до степеня 

2В ; 5) віднімання 
22 ВСAT  . 

 

1.2. Визначники. Обернена матриця. Ранг матриці 

 

Визначник (детермінант) n -го порядку – це числова характерис-

тика квадратної матриці відповідного порядку. Визначник матриці A  поз-

начають Adet  або || A . 

Визначник 1-го порядку (тобто матриці )11  дорівнює тому єди-

ному елементу, з якого складається матриця: 

 

  111111 det aaAaA  . 

 

Визначником 2-го порядку називають різницю добутків елементів 

головної та побічної діагоналей: 

 

21122211
2221

1211

2221

1211
det aaaa

aa

aa
A

aa

aa
A 








 . (1.2.1) 

 

Визначником 3-го порядку називають величину: 

 




















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A   

333231

232221

131211

det

aaa

aaa

aaa

A  

312213332112322311312312322113332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa  . 
 

(1.2.2) 
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Формулу для обчислення визначника 3-го порядку ілюструють гео-

метричною схемою – правилом Саррюса (правило трикутників): 

 

. 

(1.2.3) 

 

Тут в першому визначнику наведено трійки множників, які потрібно 

взяти із знаком "+", а в другому – із знаком "–". Правило Саррюса може 

бути застосованим тільки для розкриття визначників 3-го порядку. 

Для означення визначників вищих порядків необхідне поняття пе-

реставлення. Розташування чисел n,...,3,2,1  у деякому порядку нази-

вають переставленням цих чисел. Якщо числа a  і b  із цієї множини 

},...,3,2,1{ n  задовольняють нерівність ba  , а в переставленні b  пере-

дує a , то має місце інверсія. Переставлення називають парним (непар-

ним), якщо воно містить парну (непарну) кількість інверсій. 

Визначником n-го порядку називають число, яке дорівнює сумі 

добутків вигляду 
nnjjjj aaaa  ...

321 321 , кожен з яких містить лише по 

одному елементу кожного рядка та кожного стовпця, причому у випадку 

парного переставлення ),...,,,( 321 njjjj  знак не змінюють, у випадку не-

парного – змінюють на протилежний. 

Мінором ijM  елемента ija  квадратної матриці A  порядку n  нази-

вають визначник порядку )1( n , отриманий викресленням i -го рядка та 

j -го стовпця. Алгебраїчним доповненням ijA  елемента ija  квадратної 

матриці порядку n  називають його мінор ijM , помножений на ji )1( : 

 

ij
ji

ij MA  )1( . (1.2.4) 

 

Наприклад, мінор і алгебраїчне доповнення елемента 212 a  за-

даної матриці мають вигляд: 

 
















534
401

321

    21
54

41
1,21

54

41 21
1212 








AM . 



13 

Наступна теорема надає можливість обчислювати визначники будь-

якого порядку шляхом розкладання за елементами рядка або стовпця. 

Теорема 1.2.1 (Лапласа, про розкладання визначника). Визначник 

n -го порядку дорівнює сумі попарних добутків елементів деякого рядка 

(стовпця) на їх алгебраїчні доповнення: 
 





n

k
kjkj

n

k
ikik AaAaА

11

det . (1.2.5) 

 

Наведемо властивості визначників: 

1) визначники взаємно транспонованих матриць співпадають: 
 

TAA detdet  :       

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

 ; 

 

2) якщо переставити місцями два рядки (стовпці), то визначник по-

міняє знак; наприклад: 
 

333132

232122

131112

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

 ; 

 

3) якщо один з рядків (стовпців) складається лише з нулів, то ви-

значник дорівнює нулю; наприклад: 
 

0000

333231

131211



aaa

aaa

;            0

0

0

0

3332

2322

1312



aa

aa

aa

; 

 

4) якщо визначник має два однакові рядки (стовпці), то він дорівнює 

нулю; наприклад: 
 

0

131211



cba

cba

aaa

;            0

32

22

12



cac

bab

aaa

; 
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5) спільний множник елементів одного рядка (стовпця) можна ви-

нести за знак визначника; наприклад: 
 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

k

kakaka

aaa

aaa

 ; 

 

6) якщо елементи двох рядків (стовпців) пропорційні, то визначник 

дорівнює нулю; наприклад: 
 

0

232221

232221

131211



kakaka

aaa

aaa

; 

 

7) якщо кожен елемент деякого рядка (стовпця) є сумою двох до-

данків, то визначник дорівнює сумі двох визначників таких, що в одному 

визначнику рядок складається з перших доданків, в іншому – з других 

(інші елементи не змінюються); наприклад, 
 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

33323231

23222221

13121211

aba

aba

aba

aaa

aaa

aaa

abaa

abaa

abaa









; 

 

8) якщо до елементів одного рядка (стовпця) додати відповідні еле-

менти іншого рядка (стовпця), помножені на число, то визначник не змі-

ниться; наприклад, 
 

333231

232221

231322122111

333231

232221

131211

aaa

aaa

kaakaakaa

aaa

aaa

aaa 

 ; 

 

9) визначник трикутної матриці дорівнює добутку елементів голов-

ної діагоналі: 
 

abc

c

ab

aaa



00

0 23

1312

;         abc

caa

ba

a



3231

21 0

00

. (1.2.6) 
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У багатьох випадках використання властивостей визначників до-

зволяє спростити їх обчислення. 

Квадратну матрицю A  називають невиродженою (неособливою), 

якщо її визначник не дорівнює нулю: 0det A . У протилежному випадку 

матриця є виродженою (особливою). 

Квадратну матрицю 
1A  називають оберненою до невиродженої 

квадратної матриці A , якщо вона в добутку з матрицею A  справа і зліва 

дає одиничну матрицю E : 

 

EAAAA   11
. (1.2.7) 

 

Матриця 
A , складена з алгебраїчних доповнень елементів транс-

понованої матриці 
TA , називається приєднаною, або союзною, матри-

цею до матриці A: 

 

 AВ ),1,(, njijiAb jiij  . (1.2.8) 

 

Теорема 1.2.2 (існування та єдиності оберненої матриці). Для 

будь-якої невиродженої квадратної матриці A  існує єдина обернена ма-

триця 
1A , яку визначає формула: 

 

  A
A

A
det

11 . (1.2.9) 

 

За допомогою оберненої матриці розв'язують матричні рівняння 

вигляду: 

 

BAX   (1.2.10) 

або 

BXA  , (1.2.11) 

де A  – задана невироджена квадратна матриця; 

     B  – відома матриця узгодженого розміру; 

X  – невідома матриця. 
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Якщо помножити рівняння (1.2.10) і (1.2.11) на 
1A  зліва та справа 

відповідно, а потім скористатися означенням оберненої матриці (1.2.8)  

та властивістю (1.1.6), отримаємо наступні формули для відшукання розв'яз-

ку матричного рівняння: 

 

BAX             BAX 1 ; (1.2.12) 

BXA              
1 BAX . (1.2.13) 

 

Розглянемо ще одну числову характеристику матриць довільного 

розміру. 

Рангом матриці rangA називають максимальний порядок нену-

льових мінорів, що містить у собі матриця A . 

Отже, якщо матриця A  має ранг r , то це означає, що знайдеться 

хоча б один мінор порядку r , не рівний нулю, а всі мінори )1( r -го по-

рядку і вище – рівні нулю. 

Будь-який ненульовий мінор матриці A  порядку rangAr   назива-

ють базовим. 

Для відшукання рангу матриці зазвичай застосовують метод еле-

ментарних перетворень матриці. 

Елементарними перетвореннями матриці називають: 

1) переставлення рядків (стовпців); 

2) множення всіх елементів деякого рядка (стовпця) на ненульове 

число; 

3) додавання до елементів деякого рядка (стовпця) відповідних еле-

ментів іншого рядка (стовпця), помножених на число; 

4) викреслення нульових рядків (стовпців); 

5) викреслення пропорційних рядків (стовпців). 

Якщо матрицю A  шляхом скінченного числа елементарних пере-

творень можна звести до матриці B  (і навпаки), то їх називають еквіва-

лентними та пишуть: BA ~ . 

Теорема 1.2.3. Елементарні перетворення матриці не змінюють її 

рангу. 

Теорема 1.2.4. Будь-яка матриця може бути зведена до трикутного 

або ступінчастого (трапецоїдного) вигляду шляхом елементарних пере-

творень. 
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Порядок максимального ненульового мінора в цих випадках є оче-

видним згідно з властивістю (1.2.6) визначників. 

Наприклад, розглянемо матриці: 

 























400

110

532

А  – трикутна; 



























1

3

9

2

6

2

400

110

532

В  – ступінчаста (трапецоїдна). 

 

Кожна з матриць містить мінор 3-го порядку, який дорівнює добутку 

діагональних елементів: 84)1(2  . Значить, ранги матриць А  і В  

дорівнюють трьом. 

 

 

1.3. Системи n лінійних алгебраїчних рівнянь 

з n невідомими (СЛАР n × n) 

 

Системою n лінійних алгебраїчних рівнянь з n невідомими 

(СЛАР n × n) називають сукупність n  рівнянь першого степеня відносно 

n  невідомих: 

 















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

22222121

11212111

, (1.3.1) 

де  ),1( njx j  невідомі; 

      ),1,( njiaij R коефіцієнти при невідомих; 

      ),1( nibi R  праві частини (вільні члени). 
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Основною матрицею системи (1.3.1) називають квадратну мат-

рицю nn , складену із коефіцієнтів ija  системи: 

 

















 

nnnn

n

n

n
jiij

aaa

aaa

aaa

aA







21

22221

11211

1,)( . (1.3.2) 

 

Головним визначником   системи (1.3.1) називають визначник 

матриці коефіцієнтів (1.3.2): 
 

Adet . (1.3.3) 

 

Розширеною матрицею системи (1.3.1) називають прямокутну 

матрицю )1(  nn , яка має вигляд: 

 

 


















nnnnn

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

BA








2

1

21

22221

11211

, (1.3.4) 

де зліва від риски розміщено основну матрицю системи, справа – стов-

пець правих частин. 

 

Розв'язком системи (1.3.1) називають упорядкований набір чисел 

),,,( 00
2

0
1 nxxx  , підстановка яких в систему перетворює кожне рівняння 

на тотожність. 

Систему (1.3.1) називають сумісною, якщо вона має хоча б один 

розв'язок, і несумісною, якщо не має жодного. 

Систему (1.3.1) називають визначеною, якщо вона має єдиний ро-

зв'язок, і невизначеною, якщо розв'язків більше за один. 

Дві системи називають еквівалентними, якщо множини їх розв'яз-

ків співпадають. 

Систему (1.3.1) називають однорідною, якщо всі вільні члени до-

рівнюють нулю ( nibi ,10  ), інакше – неоднорідною ( 0:  ibi ). 

Легко бачити, що однорідна СЛАР завжди є сумісною, оскільки на-

бір нулів nixi ,1,0   (тривіальний розв'язок) перетворює всі рівняння 

у тотожності. 
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Теорема 1.3.1. (Кронекера – Капеллі). Система лінійних алгебраїч-

них рівнянь сумісна тоді і тільки тоді, коли ранги основної та розширеної 

матриць співпадають: 

 

)|( BArangrangA  . 

 

Очевидно, обидва ранги не можуть бути більшими за кількість неві-

домих n : nrangA , nBArang )|( . 

Наслідками теореми Кронекера – Капеллі є наступні твердження.  

Ознаки визначеності (єдиності розв'язку) системи: 

1) СЛАР визначена тоді і тільки тоді, коли: 

 

nBArangrangA  )|(  ( n число невідомих); 

 

2) СЛАР nn  визначена тоді і тільки тоді, коли її головний визнач-

ник не дорівнює нулю: 

 

0det  A . 

 

Ознака невизначеності (неєдиності розв'язку) системи: СЛАР не-

визначена тоді і тільки тоді, коли: 
 

nBArangrangA  )|( . 

 

Як побачимо далі, такі системи зводяться до прямокутних систем 

m  рівнянь з n  невідомими. Методам розв'язання СЛАР nm  присвяче-

но наступний п.1.4. 
 

Розглянемо методи розв'язання визначених систем. 

1. Формули Крамера. 

Допоміжним визначником j , що відповідає невідомому jx , на-

зивають визначник, отриманий із головного визначника системи   замі-

ною j -го стовпця стовпцем вільних членів (правих частин), тобто: 

 

nnn

n

nnnn

n

n

baa

baa

baa

aab

aab

aab















21

22211

11211

2

2222

1121

1 ,,  . (1.3.5) 
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Теорема 1.3.2. (Правило Крамера). Якщо головний визначник (1.3.3) 

системи (1.3.1) не дорівнює нулю 0 , її розв'язок можна знайти за фор-

мулами: 

 














 n

nxxx ,,, 2
2

1
1  . (1.3.6) 

 

2. Метод оберненої матриці. 

Легко перевірити, що СЛАР nn  (1.3.1) може бути представленою 

у матричній формі, тобто у вигляді матричного рівняння: 

 

BAX  , (1.3.7) 

де 


















nx

x

x

X


2

1

 – стовпець невідомих; 

     


















nb

b

b

B


2

1

 – стовпець правих частин (вільних членів). (1.3.8) 

 

Цей підхід базується на матричній формі (1.3.7) системи (1.3.1). Ко-

ли 0det  A , основна матриця системи A  має обернену 
1A , тому 

розв'язок системи можна знайти за формулою: 

 

BAX 1 . (1.3.9) 

 

Легко бачити, що у частинному випадку визначеної однорідної 

СЛАР єдиним розв'язком системи є тривіальний: 

 




































0

0
0

2

1


nx

x

х

X . 

 

Зауважимо, що визначені системи, як і будь-які інші, можна розв'я-

зувати методом Жордана – Гаусса, який є універсальним і буде розгля-

нутий у наступному пункті. 
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1.4. Системи m лінійних алгебраїчних рівнянь 

з n невідомими (СЛАР m × n ) 

 

Системою m лінійних алгебраїчних рівнянь з n невідомими 

(СЛАР m × n) називають сукупність m  рівнянь першого степеня відносно 

n  невідомих: 

 















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

22222121

11212111

. (1.4.1) 

 

Системи (1.4.1) перш за все досліджують на сумісність за теоремою 

1.3.1 Кронекера – Капеллі. У випадку nm   система може виявитись ви-

значеною, тоді її можна розв'язати методами п.1.3. Якщо nm   і система 

сумісна, то вона невизначена, тобто має безліч розв'язків. 

Розглянемо метод Жордана – Гаусса, який на відміну від формул 

Крамера та методу оберненої матриці не потребує ніяких припущень, 

тому може бути використаний і для невизначених систем. Цей метод ба-

зується на понятті елементарних перетворень СЛАР (будь-якого розміру). 

Елементарними перетвореннями системи називають: 

1) переставлення рівнянь; 

2) множення обох частин рівняння на ненульове число; 

3) додавання до обох частин одного рівняння відповідних частин 

іншого рівняння, помножених на ненульове число; 

4) викреслення тотожностей та однакових рівнянь. 

Теорема 1.4.1. Елементарні перетворення СЛАР не міняють мно-

жини її розв'язків. 

Ідея методу Жордана – Гаусса полягає в зведенні системи шляхом 

елементарних перетворень до: 

трикутного або діагонального вигляду у випадку визначеної СЛАР; 

трапецоїдного (ступінчастого) вигляду у випадку невизначеної СЛАР. 

Зазвичай цей метод реалізують на розширеній матриці системи 

(1.3.4). 
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У випадку визначеної системи метою перетворень стає одинична 

матриця зліва від риски. Тоді на місці вільних членів з'являється упоряд-

кований набір чисел, що дає розв'язок: 
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
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







































0

0
2

0
1

2

1

21

22221

11211

100

010

001

nnnnnn

n

n

x

x

x

b

b

b

aaa

aaa

aaa

BA




















. 

 

У випадку невизначеної системи nBArangrangAr  )|( . Тоді 

метою елементарних перетворень є зведення розширеної матриці сис-

теми до матриці nr   трапецоїдного вигляду:  
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, 

яка містить одиничну матрицю r -го порядку. 
 

Після цього здійснюють зворотній перехід, від розширеної матриці 

до системи рівнянь. Змінні rxx ,,1   називають базовими, змінні nr xx ,,1   – 

вільними. Базові змінні rxx ,,1   виражають через вільні nr xx ,,1   (пе-

реносять останні до правих частин рівнянь): 
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Вільні змінні покладають незалежними параметрами: ,,11 txr   

nittx irnn ,1,;   R  кожен з яких набуває довільних дійсних значень. 

Таким чином, отримаємо нескінченну множину розв'язків. Цю множину 

називають загальним розв'язком системи. Розв'язок, який отримано  

із загального підстановкою конкретних значень параметрів, називають 

частинним розв'язком системи. Розв'язок, що відповідає нульовим зна-

ченням параметрів, називають базисним. 

Легко помітити, що всі елементарні перетворення системи є також 

елементарними перетвореннями матриць. Тому рекомендують для зна-

ходження рангів матриць використовувати перетворення, що водночас  

є реалізацією методу Жордана – Гаусса розв'язання систем. У цьому ви-

падку розрахунки під час відшукання рангу розширеної матриці системи 

можуть бути використаними як кроки розв'язання системи методом Жор-

дана – Гаусса. 

 

 

1.5. Векторна алгебра 

 

Скаляр – це величина, яка характеризується за певної одиниці ви-

мірювання лише числом. Векторною називають величину, яка, крім чис-

ла, характеризується ще й напрямом у просторі. Векторну величину зо-

бражують напрямленим відрізком, який і називають вектором. 

Вектор, початком якого є точка A  (точка при-

кладення), а кінцем – точка B , позначають симво-

лом AB . Також вживають позначення вектора од-

нією малою буквою латинського алфавіту з рискою 

або стрілкою: a  або a


 (рис. 1.5.1). 

 

 

Рис. 1.5.1. Вектор 

Модулем (довжиною) вектора AB  називають число || AB , що до-

рівнює довжині відрізка АВ  (відстані від початку до кінця вектора). 

Нульовим називають вектор нульової довжини (початок і кінець 

якого співпадають). Вважають, що напрям нульового вектора невизначений. 

Вектор, модуль якого дорівнює одиниці, називають одиничним. 

Одиничний вектор, напрям якого співпадає з напрямом осі l  (векто-

ра a


), називають ортом l  (ортом a


).  
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Колінеарними називають вектори, які лежать на одній прямій або 

на паралельних прямих.  

Рівними вважають вектори, що є колінеарними, мають однакові на-

прями і рівні довжини. 

Взаємно протилежними називають два колінеарні вектори, які мають 

однакові довжини та протилежні напрямки. Вектор, протилежний вектору a


 

позначається a


 . 

Три вектори називаються компланарними, якщо вони лежать в одній 

площині або паралельні одній площині. 

Лінійними операціями над векторами є додавання векторів і мно-

ження вектора на число. Вони мають такі властивості: 

1) комутативність додавання: abba


 ; 

2) асоціативність додавання:    cbacba


 ; 

3) комутативність множення на число:  aa


; 

4) асоціативність множення на число: aa


)()(  ; 

5) дистрибутивність множення на число відносно додавання векто-

рів:   baba


 ; 

6) дистрибутивність множення на число відносно додавання чисел: 

aaa


 )( ; 

7) aa


 0 ; 

8) 0)(  aa


; 

9) 00


a ; 

10) aa


1 . 

 

Необхідною й достатньою умовою колінеарності двох векторів a


  

і b


 є їх пропорційність, тобто bka


 , де k число. 

Проекцією al


p  вектора a


 на вісь l  називають довжину відрізка, 

який з'єднує проекції на цю вісь початку й кінця цього вектора, що беруть 

зі знаком "+", якщо кут між вектором і віссю гострий, і знаком "–", якщо 

цей кут тупий. 

Проекція вектора a


 на вісь l  визначається формулою: 

 

,cosp  aa


  де )^( la


 . (1.5.1) 
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На рис. 1.5.2 зображено: вектор a


 з початком в точці A  та кінцем  

у точці B ; 1A  і 1B  – проекції на вісь l  точок A  і B  відповідно; 11BA  – 

проекція вектора a


. 

 

 

 

Рис. 1.5.2. Проекція вектора a


 на вісь l  

 

Проекція задовольняє умови лінійності: 

 

caca lll


pp)(p  ; 

R ),(p)(p aa ll


. 

 

Будь-який вектор a


 простору можна подати у вигляді: 

 

kajaiaa zyx


     або    a


),,( zyx aaa , 

де },,{ kji


 – орти осей , ,Ox Oy Oz  відповідно, 

xa , ya , za  – впорядкована трійка чисел – координати вектора a


  

в декартовій системі координат, причому: 

 

,p aa Oxx


      ,p aa Oyy


      aa Ozz


p . 

 

Координати вектора AB  із початком у точці );;( 111 zyxA  і кінцем  

у );;( 222 zyxB  знаходять за формулою: 

 

 2 1 2 1 2 1; ;AB x x y y z z    . (1.5.2) 
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Наприклад, координати вектора з початком в )2;1;4( A  та кінцем 

в )0;3;5( B  дорівнюють: 

 

  )2;4;1()2(0;13;45 AB . 

 

Модуль (довжину) вектора );;( zyx aaaa 


, заданого своїми коор-

динатами обчислюють за формулою: 

 

222
zyx aaaa 


. (1.5.3) 

 

Наприклад, модуль вектора )2;1;2( a


 дорівнює: 

 

3)2(12 222 a


. 

 

Лінійні операції над векторами, заданими своїми координатами, ви-

конують за правилами: 

1) якщо вектор множать на число  , його координати множать на це 

число; 

2) якщо вектори додають, то додають і їх відповідні координати. 

Тобто для );;( zyx aaaa 


 і );;( zyx bbbb 


 справедливо: 

 

);;( zyx aaaa 


, const ; (1.5.4) 

 zzyyxx babababa  ;;


. (1.5.5) 

 

Умова колінеарності для векторів у термінах їх координат полягає 

у виконанні співвідношення: 

 

0 k
b

a

b

a

b

a

z

z

y

y

x

x  (1.5.6) 

або рівності нулю обох відповідних координат векторів. 
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Напрямними косинусами вектора a


 називають косинуси кутів 

)(,)(,)( OzaOyaOxa  


 між вектором a


 і додатними напря-

мами координатних осей. Вони однозначно визначають напрям вектора 

в просторі. 

Напрямні косинуси вектора );;( zyx aaaa 


 визначаються форму-

лами: 

 

,cos;cos;cos
a

a

a

a

a

a zyx    (1.5.7) 

причому для цих величин виконується рівність: 

 

.1coscoscos 222   

 

До нелінійних операцій над векторами належать скалярний, век-

торний та мішаний добутки. 

 

Скалярним добутком ba

  двох векторів a


 і b


 називають число 

(скаляр), яке дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута між 

ними: 

 

)(,cos bababa
  . 

 

Для векторів a


 і b


 заданих координатами скалярний добуток обчис-

люють за формулою: 

 

.zzyyxx babababa 


 (1.5.8) 

 

Із означення проекції вектора легко знайти формули: 

 

.рр abbaba
ba

    
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Геометричними застосуваннями скалярного добутку є його вико-

ристання для відшукання проекції вектора на задану вісь та кута між век-

торами (рис. 1.5.3) за формулами: 

 

;р
a

ba
ba 





  (1.5.9) 

























ba

ba

ba

ba 





arccoscos . (1.5.10) 

 

 

 

 

Рис. 1.5.3. Кут   між векторами a


 і b


 

 

Скалярний добуток має такі властивості: 

1) комутативність множення: 

 

abba

 ; 

 

2) асоціативність щодо множення на число: 

 

)()()( bababa


 ; 

 

3) дистрибутивність щодо додавання векторів:  

 

сbсaсba

 )( ; 

 

4) скалярний добуток ненульових векторів дорівнює нулю тоді  

й лише тоді, коли вектори ортогональні (перпендикулярні), тобто: 

 

0ba


     .a b   (1.5.11) 
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Крім того: 

 

0ba


      2)^(  ba


 (кут гострий); 

0ba


      2)^(  ba


 (кут тупий); 

 

5) 
2|| aaa


 , звідки aaa


|| . 

Наприклад, знайдемо скалярний добуток векторів )1;5;3( a


 

і )2;0;4(b


. За формулою (1.5.8) маємо: 

 

142)1(0543  zzyyxx babababa


. 

 

Векторним добутком двох векторів a


 і b


 називають вектор 

bas


 , що задовольняє умови: 

1) модуль векторного добутку визначають за формулою: 

 

 sin|||||||| babas


,  де )( ba
 ; (1.5.12) 

 

2) as


 , bs


 ; 

 

3) вектори },,{ sba


 утворюють праву трійку векторів, тобто з кінця 

вектора s


 найкоротший поворот від a


 до b


 на найменший кут здійсню-

ють проти руху стрілки годинника (рис. 1.5.4). 

 

 

 

Рис. 1.5.4. Векторний добуток bas


  
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У декартовій системі координат векторний добуток заданих векто-

рів );;( zyx aaaa 


 і );;( zyx bbbb 


 обчислюють за формулою: 

 

yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx bb

aa
k

bb

aa
j

bb

aa
i

bbb

aaa

kji

bac 





 (1.5.13) 

 

Геометричний зміст векторного добутку ba


  полягає в тому, що його 

модуль дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах a


 і b


: 

 

baSnap


  (кв. од.). (1.5.14) 

 

Тоді площа трикутника, побудованого на векторах a


 і b


, дорівнює: 

 

baS


 2
1

 (кв. од.). (1.5.15) 

 

Основними властивостями векторного добутку є: 

1) антикомутативність: 

 

abba


 ; 

 

2) асоціативність щодо множення на число: 
 

)()()( bababa


 ; 

 

3) дистрибутивність щодо додавання векторів: 
 

сbсaсba


 )( ; 

 

4) векторний добуток ненульових векторів дорівнює нулю тоді й лише 

тоді, коли вектори колінеарні, тобто: 
 

0


ba      ba


|| ; 

5) 0


 aa . 
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Мішаним добутком трьох впорядкованих векторів a


, b


 і с


 нази-

вають число, яке визначають формулою: 

 

cbacba

 ][ . 

 

Якщо вектори задано своїми координатами, то мішаний добуток 

знаходять за формулою: 

 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba 


. (1.5.16) 

 

З геометричної точки зору мішаний добуток cba


 із точністю до зна-

ка дорівнює об'єму паралелепіпеда (рис. 1.5.5), побудованого на векто-

рах a


, b


 і с


 як на ребрах: 

 

| |napV abc abc    (куб. од.). (1.5.17) 

 

Також за допомогою мішаного добутку знаходять об'єм піраміди, 

побудованої на векторах a


, b


 і с


: 

 

||
6
1

6
cba

cba
Vпіраміди



  (куб. од.). (1.5.18) 

 

 
 

Рис. 1.5.5. Геометричний зміст мішаного добутку 
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За допомогою мішаного та векторного добутків можна знайти висо-

ту піраміди, побудованої на векторах a


, b


 і с


 як на ребрах. 

З одного боку: 

 

пірамідиV hSосн3
1

 , 

 

а з іншого: 

 

||
6
1

cbaVпіраміди


 . 

 

Звідки одержуємо: 

 

||

||3

ba

cba

S

V
h

nip 








. 

 

Наслідками властивостей скалярного та векторного добутків є такі 

властивості мішаного добутку: 

1) порядок векторного та скалярного добутків можна змінювати: 

 

abc a b c a b c            ; 

 

2) мішаний добуток не змінюється в разі циклічної перестановки 

множників та змінює знак у всіх інших випадках: 

 

acbbaccba


 ; 

abcbcacabcba


 ; 

 

3) мішаний добуток ненульових векторів дорівнює нулю тоді й лише 

тоді, коли вектори компланарні: 

 

0cba


            cba


,,  компланарні. (1.5.19) 
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1.6. Лінійні m-вимірні простори. Лінійна незалежність 

і залежність системи векторів. Розклад вектора за базисом 

 

Сукупність m  дійсних чисел 1a , 2a , 3a , …, ma , упорядкованих за но-

мерами, називають m-вимірним вектором, або m-вектором, а числа 

ia  ( mi ,1 ) – його координатами, і позначають: 

 

)...,,,( 21 maaaa     або   





















ma

a

a

a

2

1

. 

 

Таке позначення дозволяє розглядати m-вектор, як матрицю розмі-

ру 1m  (матрицю-стовпець) або матрицю розміру m1  (матрицю-

рядок). Тому над m-векторами можна виконувати ті ж самі дії, що і над 

матрицями. 

Нехай )...,,,( 21 maaaa  , ),...,,( 21 mbbbb  , тоді: 

 

)( ii baba   mi ,1 , 

)...,,,()...,,,( 221121 mmm bababacccbac  , 

)...,,,()...,,,( 2121 mm aaacccac  , const . 

 

Таким чином, розглянуті операції над m-векторами зводяться до тих 

самих операцій над їх координатами. 

Операції додавання векторів і множення вектора на число назива-

ють лінійними. Як і дії над матрицями, лінійні операції над векторами під-

коряються комутативному (переставному), асоціативному (сполучному)  

і дистрибутивному (розподільному) законам: 

 

1) abba  ,    aa  ( const ); 

2) cbacbacba  )()( ,   aa )()(   ( , const ); 

3) baba  )( ,   aaa  )( . 
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Вектор, усі координати якого дорівнюють нулю, називають нульо-

вим вектором, або нуль-вектором: )0...,,0,0(0  . 

Для будь-яких вектора a  і числа   маємо: aa  0 , 00  . 

Вектор a  називають протилежним вектору a , якщо їх сума дорів-

нює нуль-вектору: 0)(  aa . 

Сукупність усіх m -векторів із дійсними координатами, для яких ви-

значені лінійні операції, називають m-вимірним векторним, або ліній-

ним, простором і позначають: R
m

. 

Отже, R
1
 (або просто R) – одновимірний векторний простір – сукуп-

ність усіх векторів, що лежать на прямій; R
2
 – двовимірний векторний 

простір – сукупність усіх векторів, що належать площині; R
3
 – тривимір-

ний векторний простір – множина всіх векторів у просторі, в якому ми 

перебуваємо. 

Будь-яку сукупність (множину) m-векторів ),...,,( 121111 maaaa  , 

),...,,( 222122 maaaa  , …, ),...,,( 21 mnnnn aaaa   називають системою 

векторів, і позначають: 
n

ja 1}{ , де ),...,,( 21 mjjjj aaaa  , nj ,1 . 

Лінійною комбінацією векторів 1a , 2a , …, na  називають суму до-

бутків цих векторів з довільними дійсними числами 1 , 2 , …, n : 

 

nnaaa  2211    ( constj  , nj ,1 ). (1.6.1) 

 

Систему векторів 
n

ja 1}{  називають лінійно незалежною, якщо рів-

ність 

 

02211  nnaaa   (1.6.2) 

виконується тільки за умови, що 021  n . 

 

Якщо ж рівність (1.6.2) виконується за умови, що хоча б одне із чи-

сел 0 j  ( nj ,1 ), то таку систему векторів 
n

ja 1}{  називають лінійно 

залежною. 
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Якщо система векторів 
n

ja 1}{  лінійно залежна, то принаймні один  

із цих векторів можна подати у вигляді лінійної комбінації решти векторів 

системи. Дійсно, нехай існують деякі j  ( nj ,1 ), відмінні від нуля, які 

задовольняють (1.6.2). Виберемо одне з них, наприклад, n . Помножимо 

ліву і праву частини (1.6.2) на 01 n : 

 

  0
1

...
1

2211
n

nn
n

aaa





    0...2
2

1
1 









n

nn

aaa . 

 

Звідки маємо: 

 

1
1

1
2

2
1

1



















 n

n

n

nn
n aaaa  , 

а це і означає, що вектор na  є лінійною комбінацією решти векторів сис-

теми. 

 

На площині (в R
2
) будь-які три вектори лінійно залежні, у просторі 

(в R
3
) – будь-які чотири вектори. Прикладом лінійно незалежної системи 

векторів в R
2
 є сукупність двох неколінеарних векторів, а в R

3
 – трьох не-

компланарних. 

З'ясування питання про лінійну залежність чи незалежність системи 

m-векторів 
n

ja 1}{  зводиться до дослідження векторної рівності (1.6.2). 

Запишемо її в координатній формі, для чого подамо вектори 1a , 2a , …, 

na  і 0  через їх координати: 

 

02211  nnaaa      

   

















































































0

0

0

... 2

1

2
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, (1.6.3) 
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Прирівнюємо відповідні координати результуючого вектора у лівій 

частині (1.6.3) і нуль-вектора – у правій. У результаті отримуємо однорід-

ну СЛАР відносно невідомих j  ( nj ,1 ): 

 
















.0...

..................................................

0...

0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

aaa

aaa

aaa

 (1.6.4) 

 

Якщо система (1.6.4) має лише нульовий (тривіальний) розв'язок: 

0...21  n , то згідно з рівністю (1.6.2) вектори 1a , 2a , …, na  

лінійно незалежні; якщо ж крім нульового система (1.6.4) має ще й нену-

льові розв'язки, то вектори 1a , 2a , …, na  лінійно залежні. 

До того ж, якщо дослідження системи (1.6.4) проводити, виходячи 

з порівняння вимірності простору m  з кількістю векторів системи n , то 

можна дістати висновку: лінійно незалежна система векторів із R
m

 може 

містити щонайбільше m  векторів, де m  – вимірність лінійного простору. 

 

Задача 1.6.1. З'ясувати, чи є лінійно незалежною система векторів 

)3,2,1(1 a , )2,1,0(2 a , )1,3,1(3 a . 

Розв'язання. Складаємо для заданої системи векторів 
3
1}{ ja  спів-

відношення (1.6.2), записуємо його в координатній формі й отримуємо 

однорідну СЛАР відносно невідомих 1 , 2 , 3 : 
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Оскільки визначник цієї СЛАР   відмінний від нуля, то вона має 

єдиний розв'язок: 0321  . Отже, задана система векторів 

3
1}{ ja  є лінійно незалежною. 

Базисом лінійного m -вимірного простору R
m

 називають будь-яку 

систему (множину) m  лінійно незалежних m -векторів 1a , 2a , …, ma . 

За результатом розв'язання задачі 1.6.1 базис R
m

 можна означити 

інакше: будь-яку систему m -вимірних векторів 1a , 2a , …, ma , де 

),...,,( 21 mjjjj aaaa  , mj ,1 , називають базисом R
m

, якщо визначник, 

складений із координат цих векторів відмінний від нуля, тобто: 

 

0

21

22221

11211



mmmm

m

m

aaa

aaa

aaa







. (1.6.5) 

 

Теорема 1.6.1 (про розклад вектора за базисом). Будь-який вектор 

)...,,,( 21 mbbbb   із R
m

 можна подати у вигляді лінійної комбінації векто-

рів базису 
m

ja 1}{  і до того ж єдиним чином: 

 

mmaaab  2211 . (1.6.6) 

Подання вектора b  у вигляді лінійної комбінації векторів базису на-

зивають розкладом вектора за базисом, а числа j  ( mj ,1 ) – кое-

фіцієнтами розкладу, або координатами вектора b  у базисі 
m

ja 1}{ . 

Прикладом базису у просторі R
m

 є система m -вимірних одиничних 

векторів: 

 

)0...,,0,0,1(1 e ,  )0...,,0,1,0(2 e , ...,  )1...,,0,0,0(me , 

бо визначник   (див. формулу (1.6.5)) відмінний від нуля як визначник 

одиничної матриці: 1 . Коефіцієнти розкладу будь-якого вектора за ба-

зисом 
m

je 1}{  співпадають із координатами самого вектора. 



38 

1.7. Пряма на площині 

 

У аналітичній геометрії будь-яку лінію L  на площині xOy можна 

задати геометрично як множину точок, які мають деяку спільну геомет-

ричну властивість, і аналітично – за допомогою рівняння – співвідношен-

ня, яке виходячи із цієї властивості, пов'язує змінні координати x  і y  то-

чок, що належать цій лінії, і, можливо, деякі числові параметри та конс-

танти. Рівняння лінії дозволяє вивчення її геометричних властивостей 

звести до дослідження, власне, самого рівняння. 

Рівняння 0),(  yx  називають рівнянням лінії L , якщо коорди-

нати x  і y  будь-якої точки лінії задовольняють це рівняння і навпаки, 

якщо пара чисел ),( yx  задовольняє рівняння 0),(  yx , то x  і y  є ко-

ординатами точки, яка належить лінії L : 

 

0),(  yx  – рівняння лінії L   0),(),(  yxLyx , (1.7.1) 

де    – закон (правило), який відображає властивість точок лінії; 

 – символ належності ( LM   – точка M  належить лінії L ). 

 

Змінні x  і y  в рівнянні 0),(  yx  називають поточними коорди-

натами точок лінії; іншими словами, під x  і y  розуміють координати 

будь-якої точки лінії L . 

Нехай на площині задано систему координат xOy і деяку пряму l . 

Розглянемо різні види рівнянь цієї прямої. 

1. Канонічне рівняння прямої. 

Будь-який не нульовий вектор ),( nms  , який паралельний прямій 

l  або лежить на ній, називається напрямним вектором прямої. 

Нехай пряма l  проходить через точку ),( 000 yxM  і має напрямний 

вектор ),( nms   (рис. 1.7.1). Тоді її рівняння має вигляд: 

 

n

yy

m

xx 00 



. (1.7.2) 

 

Рівняння (1.7.2) називають канонічним рівнянням прямої. 
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2. Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки. 

Рівняння прямої l , яка проходить через задані точки ),( 111 yxM  

і ),( 222 yxM  дістанемо з (1.7.2), як рівняння прямої, що проходить через 

точку 1M  і має напрямний вектор ),( 121221 yyxxMMs   (рис. 1.7.2): 

 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









. (1.7.3) 

 

Рівняння (1.7.3) називають рівнянням прямої, що проходить че-

рез дві задані точки. 

 

 

Рис. 1.7.1. Пряма та задані точка 

і напрямний вектор 

 

Рис. 1.7.2. Пряма та задані дві 

точки на ній 

 

Якщо пряма l  проходить через точку ),( 000 yxM  паралельно осі 

Ox, то: 

 

.)(0)(
0

)()0,( 000
00 yymyyxx

yy

m

xx
ms 





 1.7.2  

 

Аналогічно, якщо пряма l  проходить через точку ),( 000 yxM  пара-

лельно осі Oy , то: 

 

.0)()(
0

)(),0( 000
00 xxyynxx

n

yyxx
ns 





 1.7.2  
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3. Параметричні рівняння прямої. 

Якщо в рівнянні (1.7.2) покласти коефіцієнт пропорційності рівним 

t , то отримаємо: 
 























.,
,

0

000

Rttnyy
tmxx

t
n

yy
t

m

xx
 (1.7.4) 

 

Рівняння (1.7.4) називають параметричними рівняннями прямої. 

4. Рівняння прямої, яка проходить через задану точку в заданому 

напрямі. 

Нехай пряма l  проходить через точку ),( 000 yxM  і нахилена до осі 

Ox під кутом   (рис. 1.7.3). 

Якщо в якості напрямного вектора 

прямої одиничний вектор:  ),(0 nms  

)sin,(cos  , то канонічне рівняння 

(1.7.2) набуде вигляду: 
 










sincos
00 yyxx

, 

звідки одержуємо: 
 

 
Рис. 1.7.3. Пряма та задані 

точка і кут нахилу 

 00 xxkyy  , (1.7.5) 

де   tgk  – кутовий коефіцієнт прямої, який і визначає її напрям. 

 

Рівняння (1.7.5) називають рівнянням прямої, яка проходить че-

рез задану точку у заданому напрямі. 

5. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. 

Нехай пряма відтинає на осі Oy  відрізок величиною b  і нахилена 

до осі Ox під кутом   (рис. 1.7.4), тобто  tgk  – кутовий коефіцієнт 

прямої. 

Шукане рівняння отримуємо як наслідок із (1.7.5), якщо в якості точ-

ки ),( 000 yxM  на прямій взяти точку  bB ,0 : 

 

bxky  . (1.7.6) 

 

Рівняння (1.7.6) називають рівнянням прямої з кутовим коефіці-

єнтом. 
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6. Рівняння прямої у відрізках на осях. 

Нехай пряма l  відтинає на осях координат Ox  і Oy  відрізки вели-

чиною a  і b , відповідно. Тоді a  (b ) – абсциса (ордината) точки перетину 

прямої з віссю Ox (Oy ) (рис. 1.7.5). 

Шукане рівняння дістанемо як наслідок із (1.7.3), де в якості зада-

них точок 1M  і 2M  на прямій вибрані точки )0,(aA  і ),0( bB : 

 

1
b

y

a
x

. (1.7.7) 

 

Рівняння (1.7.7) називають рівнянням прямої у відрізках на осях. 

 

 

Рис. 1.7.4. Пряма та задані 

відрізок і кут нахилу 

 

Рис. 1.7.5. Пряма та задані 

відрізки на осях 

 

7. Нормальне рівняння прямої. 

Якщо відома відстань p  )0( p  від початку координат O  до пря-

мої l , а відповідний відстані відрізок нахилений до осі Ox  під кутом   

(рис. 1.7.6), то рівняння прямої набуде вигляду: 

 

.0sincos  pyx  (1.7.8) 

 

Рівняння (1.7.8) називають нормальним рівнянням прямої. 

8. Рівняння прямої із заданим нормальним вектором. 

Будь-який не нульовий вектор ),( BAN  , перпендикулярний пря-

мій, називають нормальним вектором прямої. 
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Нехай пряма проходить через точку ),( 000 yxM  і має нормальний 

вектор ),( BAN   (рис. 1.7.7). Тоді рівняння прямої має вигляд: 

 

0)()( 00  yyBxxA . (1.7.9) 

 

Рівняння (1.7.9) називають рівнянням прямої, яка проходить че-

рез задану точку і має заданий нормальний вектор ),( BAN  . 

 

 

 

Рис. 1.7.6. Пряма та задані 

відстань і кут нахилу 

Рис. 1.7.7. Пряма та задані точка 

і нормальний вектор 

 

9. Загальне рівняння прямої. 

Розкриємо дужки в рівнянні (1.7.9): 

 

 0)(0)()( 0000 ByAxByAxyyBxxA  

0 CByAx , (1.7.10) 

де  00 ByAxC   – вільний член рівняння – деяке число. 

 

Рівняння (1.7.10), лінійне відносно змінних x  і y , називають загаль-

ним рівнянням прямої на площині. 

Зауваження: 

1) будь-яка пряма на площині описується рівнянням (1.7.10); 

2) кожне рівняння виду (1.7.10) визначає на площині деяку пряму. 

Задача 1.7.1. Скласти рівняння прямої l , що проходить через точку 

)7,3(0 M  паралельно вектору 21MM , якщо )5,2(1 M , )2,4(2 M . 

Розв'язання. За відомою точкою )7,3(0 M  на прямій і відомим на-

прямним вектором )7,6(21  MMs  складаємо її канонічне рівняння 
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(див. формулу (1.7.2)): 
7

7

6
3 



 yx

. Зводимо його до загального вигля-

ду, використовуючи властивість членів пропорції: )7(6)3(7  yx . 

Звідки й одержуємо шукане рівняння: 02167  yx . 

Розглянемо випадки взаємного розташування двох прямих на 

площині. 

Нехай прямі 1l  і 2l  задані канонічними рівняннями: 

 

1

1

1

1

n

yy

m

xx 



 )( 1l ,   

2

2

2

2

n

yy

m

xx 



 )( 2l . 

 

Під кутом між двома прямими, які описуються канонічними рів-

няннями, розуміють один із двох суміжних кутів між їх напрямними векто-

рами ),( 111 nms   і ),( 222 nms   (рис. 1.7.8). 

За формулою косинуса кута між двома векторами (1.5.10) маємо: 

 

21

21
2121 )cos()cos(cos

ss

ss
ssll








   

2
2

2
2

2
1

2
1

2121arccos)(cosarccos
nmnm

nnmm




  ( 0 ). 

(1.7.11) 

 

Якщо прямі 1l  і 2l  паралельні, то вектори ),( 111 nms   і ),( 222 nms   

колінеарні, тому їх координати пропорційні: 

 

2

1

2

1
2121 ||||

n

n

m

m
ssll  . (1.7.12) 

 

Співвідношення (1.7.12) є умовою паралельності двох прямих. 

Із (1.7.11) отримуємо умову перпендикулярності двох прямих: 

 

00cos2 212121  nnmmll . (1.7.13) 

 

Нехай прямі 1l  і 2l  задані загальними рівняннями: 

 

0111  CyBxA  )( 1l , 0222  CyBxA  )( 2l . 
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Під кутом між двома прямими, які описуються загальними рів-

няннями, розуміють один із двох суміжних кутів між їх нормальними век-

торами ),( 111 BAN   і ),( 222 BAN   (рис. 1.7.9). 

 

  

Рис. 1.7.8. Кут між прямими та їх 

напрямні вектори 

Рис. 1.7.9. Кут між прямими та їх 

нормальні вектори 

 

У цьому випадку за аналогією з (7.1.11) – (7.1.13) дістанемо: 
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2121arccos
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
  ( 0 ); (1.7.14) 

.
2

1

2

1
2121 ||||

B
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A

A
NNll   (1.7.15) 

00cos2 212121  BBAAll . (1.7.16) 

 

Якщо нормальні вектори 1N  і 2N  утворюють гострий кут, то і кут між 

прямими буде гострим; якщо ж в якості нормального вектора прямої 1l  

вибрати протилежний до 1N  вектор, то   – тупий кут. 

Нехай прямі 1l  і 2l  задані рівняннями з кутовими коефіцієнтами: 

 

11 bxky   )( 1l ,  22 bxky   )( 2l , 

де 11  tgk , 22  tgk  – кутові коефіцієнти прямих 1l  і 2l , відповідно. 
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Під кутом між прямими у цьому 

випадку розуміють кут  , на який треба 

повернути пряму 1l  проти годинникової 

стрілки навколо точки перетину прямих, 

щоб вона співпала з прямою 2l  

(рис. 1.7.10).  

Тоді гострий кут між прямими 1l  

і 2l  визначається формулою: 

 

 
Рис. 1.7.10. Кут між прямими 

та кути нахилу прямих 

21

21

21

21

11 kk

kk
arctg
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
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


 . (1.7.17) 

 

Умови паралельності та перпендикулярності прямих, які опису-

ються рівняннями з кутовими коефіцієнтами мають вигляд: 
 

2121 0|| kkll  , (1.7.18) 

122121 1012 kkkkll  . (1.7.19) 

 

Відстанню від точки до прямої на-

зивають довжину відрізка перпендикуляра, 

опущеного із цієї точки на пряму 

(рис. 1.7.11). 

Якщо пряма l  задана загальним рів-

нянням 0 CByAx , то відстань d від 

точки ),( 000 yxM  до цієї прямої обчислю-

ють за формулою: 
 

 

Рис. 1.7.11. Відстань d  

від точки до прямої 

22
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CByAx
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


 . (1.7.20) 

 

Задача 1.7.2. Знайти відстань від точки  1,20 M  до прямої l , що 

проходить через точки )7,2(1 M  і )1,6(2M . 

Розв'язання. Рівняння прямої l  одержимо, скориставшись (1.7.3): 
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Відстань від точки 0M  до прямої l  дістанемо за формулою (1.7.20): 

 

4
5
20

43

22)1(423

22





d  (лін. од.). 

 

1.8. Криві другого порядку (К2П) 
 

Кривою другого порядку називають лінію, усі точки якої задоволь-

няють рівняння: 
 

022  FEyDxCyBxyAx , (1.8.1) 

де x , y  – поточні координати точок лінії – змінні; 

A , B , C , D , E  – коефіцієнти при змінних, причому хоча б одне  

із чисел A , B , C  відмінне від 0 ( 0222  CBA ); 

F  – вільний член рівняння. 

 

Рівняння (1.8.1) називають загальним рівнянням К2П. 

За певних значень коефіцієнтів при змінних і вільного члена рівнян-

ня (1.8.1) описує: коло, еліпс, гіперболу, параболу. Крім того, зустріча-

ються випадки виродження: для еліпса (кола) – в точку або уявний еліпс 

(уявне коло); для гіперболи – в пару прямих, що перетинаються; для па-

раболи – в пару паралельних прямих. Термін "уявна крива" означає, що 

не існує точок ),( yx  з дійсними координатами, які задовольняють рів-

няння (1.8.1). 

Далі будемо розглядати випадок, коли загальне рівняння К2П 

(1.8.1) не містить добутку змінних, тобто 0B : 
 

022  FEyDxCyAx . (1.8.2) 

 

Наведемо умови, за яких рівняння (1.8.2) визначає певну К2П: 

1) 0CA     (1.8.2) описує криву еліптичного типу: еліпс, точку 

або уявну криву, зокрема, коло при CA ; 

2) 0CA     (1.8.2) описує криву гіперболічного типу: гіперболу 

або пару прямих, що перетинаються; 

3) 0CA     (1.8.2) описує криву параболічного типу: параболу, 

пару паралельних прямих або уявну криву. 
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1. Коло. 

Колом називають множину точок 

площини, відстані від яких до заданої 

точки площини (центра кола) дорівню-

ють сталому числу (радіусу кола). 

Рівняння кола радіуса R  із цент-

ром у точці ),( 00 yxC  (рис. 1.8.1) має 

вигляд: 

 

Рис. 1.8.1. Коло 

22
0

2
0 )()( Ryyxx  . (1.8.3) 

 

Якщо центр кола лежить у початку координат )0,0(O , то 000  yx , 

а рівняння (1.8.3) набуде вигляду: 
 

222 Ryx  . (1.8.4) 

 

Рівняння (1.8.4) називають канонічним рівнянням кола. 

2. Еліпс. 

Еліпсом називають множину 

точок площини, сума відстаней від 

яких до двох заданих точок площи-

ни (фокусів еліпса) є величиною 

сталою (більшою за відстань між 

фокусами). 

Виберемо систему координат 

xOy так, щоб вісь Ox  проходила 

через фокуси еліпса від )0,(1 cF   до  

 
Рис. 1.8.2. Еліпс 

)0,(2 cF , а початок координат ділив відстань між ними навпіл (рис. 1.8.2). 

Тоді координати точок еліпса задовольняють рівняння: 
 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. (1.8.5) 

де a  (b ) – велика (мала) піввісь еліпса, ba  . 
 

Рівняння (1.8.5) називають канонічним рівнянням еліпса. 

Зв'язок між півосями еліпса має вигляд: 222 bca  , де c  – півфо-

кусна відстань: 21 OFOFc  . 
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Аналіз рівняння (1.8.5) дозволяє дійти висновків: оскільки рівняння 

містить тільки квадрати змінних x  і y , то еліпс симетричний відносно 

осей координат, а також відносно точки )0,0(O  – центра еліпса; еліпс 

перетинає осі координат у точках )0,(1 aA  , )0,(2 aA , ),0(1 bB  , ),0(2 bB , 

які називають вершинами еліпса. 

Ступінь "стислості" еліпса відносно осі Ox  характеризує відношен-

ня півфокусної відстані c  до великої півосі a , яке називають ексцентри-

ситетом еліпса і позначають e , тобто: 

 

ace  ,   10  e . (1.8.6) 

 

Оскільки для кола ba  , то за співвідношенням 222 bca   діста-

немо: 0c . Отже, ексцентриситет кола дорівнює нулю: 0e . 

Зауваження: якщо фокуси еліпса розташовані на осі Oy , то каноніч-

не рівняння (1.8.5) залишається без змін, але тепер: ba  , тому a  –  

мала піввісь, b  – велика піввісь; зв'язок між півосями: 222 cab  ; 

),0(1 cF  , ),0(2 cF  – фокуси еліпса; ексцентриситет: bce   ( 10  e ). 

3. Гіпербола. 

Гіперболою називають множи-

ну точок площини, модуль різниці від-

станей від яких до двох заданих точок 

площини (фокусів гіперболи) є вели-

чиною сталою (меншою за відстань 

між фокусами). 

Візьмемо систему координат 

xOy так, щоб вісь Ox  проходила че-

рез фокуси гіперболи від )0,(1 cF   

до )0,(2 cF , а початок координат ділив 
 

Рис. 1.8.3. Гіпербола 

відстань між ними навпіл (рис. 1.8.3). Тоді координати точок гіперболи 

задовольняють рівняння: 

 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. (1.8.7) 

де a  (b ) – дійсна (уявна) піввісь гіперболи. 

 

Рівняння (1.8.7) називають канонічним рівнянням гіперболи. 
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Зв'язок між півосями гіперболи має вигляд: 222 bac  , де c  – пів-

фокусна відстань: 21 OFOFc  . 

Аналіз рівняння (1.8.7) дозволяє дійти висновків: оскільки рівняння 

містить тільки квадрати змінних x  і y , то гіпербола симетрична відносно 

осей координат, а також відносно точки )0,0(O  – центра гіперболи; кри-

ва перетинає вісь Ox  у точках )0,(1 aA  , )0,(2 aA , які називають верши-

нами гіперболи; з віссю Oy  крива спільних точок не має. 

Відрізок 21AA , який з'єднує вершини гіперболи, а також його довжи-

ну a2 , називають дійсною віссю гіперболи; відрізок 21BB , а також його 

довжину b2  – її уявною віссю; прямокутник зі сторонами aAA 221  , 

bBB 221   із центром симетрії у точці )0,0(O  – основним прямокутником 

гіперболи; прямі з рівняннями x
a
b

y  , на яких розташовані діагоналі 

основного прямокутника, – асимптотами гіперболи. 

Побудову гіперболи доцільно починати з побудови її основного 

прямокутника, асимптот і вершин. 

Як і для еліпса, ступінь "стислості" гіперболи відносно осі Ox  характе-

ризує її ексцентриситет e  – відношення півфокусної відстані c  до дійсної 

півосі a : 

 

ace     ( 1e ). (1.8.8) 

 

Рівняння 

 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (1.8.9) 

визначає гіперболу, спряжену до гіперболи (1.8.7). Її фокуси розташова-

ні на осі Oy : ),0(1 cF  , ),0(2 cF ; дійсною буде вісь Oy , а уявною – вісь 

Ox, тому вершини лежать у точках ),0(1 bB  , ),0(2 bB ; асимптоти збіга-

ються з асимптотами гіперболи (1.8.7); зв'язок між півосями: 222 abc  ; 

ексцентриситет: bce . 

Гіперболи з рівняннями: 
222 ayx   і 

222 ayx  , для яких 

ba  , називають рівнобічними. Основним прямокутником цих гіпербол 

є квадрат зі стороною a2 , а асимптоти мають рівняння xy   і xy  . 
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4. Парабола. 

Параболою називають множину 

точок площини, рівновіддалених від 

заданої точки (фокуса параболи) і за-

даної прямої (директриси параболи). 

Візьмемо систему координат xOy 

так, щоб вісь Oy  проходила через фо-

кус, перпендикулярно до директриси, 

а вісь Ox ділила відстань між фокусом 

і директрисою навпіл (рис. 1.8.4). 

 
Рис. 1.8.4. Парабола 

Тоді координати точок параболи задовольняють рівняння: 

 

pyx 22  , (1.8.10) 

де p  ( 0p ) – параметр параболи – відстань від фокуса до директриси. 

 

Рівняння (1.8.10) називають канонічним рівнянням параболи. 

Аналіз рівняння (1.8.10) дозволяє дійти висновків: оскільки рівняння 

містить квадрат змінної x , то парабола симетрична відносно осі Oy , яку 

називають віссю параболи; змінна y  може примати тільки невід'ємні 

значення ( 0y ); крива проходить через початок координат  0,0O  – 

вершину параболи, яка є точкою перетину параболи з її віссю. 

Директриса параболи (1.8.10) – горизонтальна пряма з рівнянням 

2py  . 

Залежно від розташування фокуса і директриси розрізнюють й інші 

варіанти канонічного рівняння параболи: pyx 22  , pxy 22  , pxy 22  ; 

відповідні криві зображені на рис. 1.8.5а – в. 

 

   

а) б) в) 

Рис. 1.8.5. Графіки парабол: а) pyx 2
2  ; б) pxy 2

2  ; в) pxy 2
2   
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Задача 1.8.1. Скласти рівняння еліпса L , який проходить через точ-

ку  3,50 M , якщо його фокуси лежать на осі Ox  симетрично початку 

координат, а ексцентриситет дорівнює 8,0 . 

Розв'язання. За умовою точка LM  )3,5(0  і 8,0 ace , тому 

параметри a  і b  кривої знайдемо як розв'язок системи рівнянь: 
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Зауваження. Для будь-якої кривої другого порядку існує прямокутна 

система координат, у якій її рівняння набуває найпростішого (канонічно-

го) вигляду, завдяки якому можна легко встановити тип кривої, її парамет-

ри і, нарешті, побудувати саму криву. 

Нехай у прямокутній системі координат xOy задано загальне рів-

няння К2П (1.8.1). Розглянемо випадок, коли це рівняння не містить до-

бутку змінних x , y , тобто 0B : 

 

022  FEyDxCyAx . 

 

Групуванням доданків і виділенням повних квадратів двочленів  

за кожною змінною останнє рівняння набуває один із наступних виглядів: 
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0 xxpyy  . 

 

Паралельним перенесенням початку координат у точку ),( 00 yx  зі збе-

реженням напрямів координатних осей: 
 

Xxx  0 , ,Yyy  0  

кожне із цих рівнянь зводиться до канонічного вигляду. 
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Задача 1.8.2. Установити тип К2П і її розташування на площині 

зведенням до канонічного вигляду: 0842 2  yxy . 

Розв'язання. 

1. Встановлюємо тип кривої за її рівнянням (див. стор. 44): ( 0A , 

2C ) 0 CA . Отже, задане рівняння визначає криву параболічно-

го типу. 

2. Зводимо задане рівняння до канонічного вигляду: 
 

 08]1)112[(208)2(2 22 xyyxyy  

)6(
2
1

)1()6()1(2 22  xyxy . 

 

Вводимо нові координати X , Y : Xx 6 , Yy 1 , тоді в новій 

системі координат YXO1  с початком у точці )1,6(1 O  рівняння набуває 

канонічного вигляду: XY
2
12  . 

Отже, вихідне рівняння описує параболу з вершиною у точці 

 1,61 O , віссю симетрії XO1  і параметром 41p . 

 

1.9. Площина у просторі 
 

Будь-яку поверхню в R3 будемо розглядати як множину точок прос-

тору які мають деяку спільну геометричну властивість. 

Рівняння 0),,(  zyx  називають рівнянням поверхні S , якщо 

координати x , y , z  будь-якої точки поверхні задовольняють це рівняння 

і навпаки, якщо трійка чисел ),,( zyx  задовольняє рівняння 0),,(  zyx , 

то x , y , z  є координатами точки, яка належить поверхні S : 

 

0),,(  zyx  – рівняння S     0),,(),,(  zyxSzyx , (1.9.1) 

де    – закон (правило), який відображає властивість точок поверхні; 

x , y , z  – змінні – поточні координати точок поверхні S . 

 

За аналогією з рівнянням лінії на площині, якщо рівняння поверхні 

знайдено, то вивчення її геометричних властивостей зводиться до до-

слідження рівняння, яким вона описується. 

Найпростішою поверхнею є площина. 
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Нехай у просторі (в R3) задано систему координат xOyz  і деяку 

площину  . Розглянемо різні види рівнянь цієї площини. 

1. Рівняння площини, що проходить через задану точку перпенди-

кулярно заданому вектору. 

Будь-який не нульовий вектор ),,( CBAN  , перпендикулярний  

до площини, називається її нормальним вектором. 

Нехай площина   проходить через точку ),,( 0000 zyxM  і має нор-

мальний вектор ),,( CBAN   (рис. 1.9.1). Тоді її рівняння має вигляд: 

 

0)()()( 000  zzCyyBxxA . (1.9.2) 

 

Рівняння (1.9.2) називають рівнянням площини, що проходить 

через задану точку і має заданий нормальний вектор ),,( CBAN  . 

 

2. Рівняння площини, що проходить через три задані точки. 

Нехай площина   проходить через три точки ),,( 1111 zyxM , 

),,( 2222 zyxM , ),,( 3333 zyxM , які не лежать на одній прямій (рис. 1.9.2). 

Тоді ця площина описується рівнянням: 

 

0

323232

313131

333









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. (1.9.3) 

 

Після розкриття визначника (як правило, за елементами першого 

рядка) отримуємо лінійне рівняння відносно змінних x , y , z . 

Рівняння (1.9.3) називають рівнянням площини, що проходить 

через три задані точки. 

 

  
Рис. 1.9.1.  Площина та задані 

точка і нормальний вектор 

Рис. 1.9.2. Площина та три 

задані точки 
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3. Рівняння площини у відрізках на осях. 

Нехай площина   відтинає на осях координат Ox , Oy  і Oz  відрізки 

величиною a , b  і c , відповідно, тобто задані абсциса, ордината й аплі-

ката точок перетину площини з осями Ox , Oy  і Oz  (рис. 1.9.3). 

Шукане рівняння площини дістанемо як наслідок із (1.9.3), де в яко-

сті заданих точок 1M , 2M  і 3M  на площині взяті відповідно точки 

)0,0,(aA , )0,,0( bB  і ),0,0( cC : 

 

1
c
z

b

y

a
x

. (1.9.4) 

 

Рівняння (1.9.4) називають рівнянням площини у відрізках на осях. 
 

4. Нормальне рівняння площини. 

Якщо відома відстань p  від початку координат до площини   і ку-

ти, які утворює відповідний відстані відрізок з осями координат:  , ,   

(рис. 1.9.4), то рівняння площини набуде вигляду: 
 

0coscoscos  pzyx . (1.9.5) 

 

Рівняння (1.9.5) називають нормальним рівнянням площини. 
 

 
Рис. 1.9.3. Площина та відрізки, 

які вона відтинає на осях 

 
Рис. 1.9.4. Площина, відрізок p 

і кути , ,  
 

5. Загальне рівняння площини. 

Розкриємо дужки в рівнянні (1.9.2): 
 

 00)()()( 000000 CzByAxCzByAxzzCyyBxxA  

0 DCzByAx , (1.9.6) 

де 000 CzByAxD   – вільний член рівняння – деяке число. 
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Рівняння (1.9.6), лінійне відносно змінних x , y  і z , називають за-

гальним рівнянням площини у просторі. 

Зауваження: 

1) будь-яка площина у просторі описується рівнянням (1.9.6); 

2) кожне рівняння виду (1.9.6) визначає у просторі деяку площину. 

Розглянемо випадки взаємного розташування двох площин в R3. 

Нехай дві площини задані загальними рівняннями: 
 

)(0 11111  DzCyBxA ,   )(0 22222  DzCyBxA . 

 

Під кутом між двома площинами розуміють один із двох суміжних 

кутів між їх нормальними векторами ),,( 1111 CBAN   і ),,( 2222 CBAN   

(рис. 1.9.5). За формулою косинуса кута між двома векторами (1.5.10) 

дістанемо: 
 







21

21
2121 )^cos()^cos(cos

NN

NN
NN  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121arccos
CBACBA

CCBBAA




   ( 0 ).  

 

(1.9.7) 

 

Якщо площини 1  і 2  паралельні, то вектори ),,( 1111 CBAN    

і ),,( 2222 CBAN   колінеарні, тому їх координати пропорційні: 
 

2

1

2

1

2

1
2121 ||||

C

C

B

B

A

A
NN  . (1.9.8) 

 

Співвідношення (1.9.8) є умовою паралельності двох площин. 

Із (1.9.7) отримуємо умову перпендикулярності двох площин: 
 

00cos2 21212121  CCBBAA . (1.9.9) 
 

Відстань d від заданої точки ),,( 0000 zyxM  до площини   

(рис. 1.9.6), заданої загальним рівнянням 0 DCzByAx , обчис-

люють за формулою: 
 

222

000

CBA

DCzByAx
d




 . (1.9.10) 
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Рис. 1.9.5. Кут між площинами Рис. 1.9.6. Відстань від точки 

до площини 

 

Задача 1.9.1. Скласти рівняння площини  , яка проходить через 

точку )1,0,1(0 M  паралельно векторам )1,0,5(1 a  і )1,1,0(2 a . 

Розв'язання. За умовою вектори 1a  і 2a  паралельні площині, тому 

паралельним перенесенням їх можна пересунути так, що вони обидва 

лежатимуть у площині  . Тоді згідно з означенням векторний добуток 

21 aa   визначає вектор, перпендикулярний площині, а значить є одним  

із її нормальних векторів: 

 

)5,5,1(55

110

105
)1,1,0(

)1,0,5(
21

2

1 










kji

kji

aaN
a

a
. 

 

Шукане рівняння дістанемо як рівняння площини, що проходить  

через задану точку (у нас це )1,0,1(0 M ) і має нормальний вектор 

)5,5,1(N  (див. рівняння (1.9.2)): 

 

06550)1(5)0(5)1(1  zyxzyx . 

 

1.10. Пряма у просторі. Пряма і площина у просторі 
 

Нехай у просторі задано систему координат xOyz  і деяку пряму l . 

Розглянемо різні види рівнянь цієї прямої. 

1. Канонічне рівняння прямої. 

Будь-який не нульовий вектор ),,( pnms  , який паралельний пря-

мій l  або лежить на ній, називається напрямним вектором прямої. 
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Нехай пряма l  проходить через точку ),,( 0000 zyxM  і має напрям-

ний вектор ),,( pnms   (рис. 1.10.1). Тоді її рівняння має вигляд: 

 

p

zz

n

yy

m

xx 000 






. (1.10.1) 

 

Рівняння (1.10.1) називають канонічним рівнянням прямої. 

2. Рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки. 

Рівняння прямої l , яка проходить через дві задані точки ),,( 1111 zyxM  

і ),,( 2222 zyxM , дістанемо з (1.10.1), як рівняння прямої, що проходить 

через точку 1M  і має напрямний вектор ),,( 1121221 zzyyxxMMs   

(рис. 1.10.2): 
 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. (1.10.2) 

 

Рівняння (1.10.2) називають рівнянням прямої, що проходить 

через дві задані точки. 
 

 
Рис. 1.10.1. Пряма та задані точка 

і напрямний вектор 

 
Рис. 1.10.2. Пряма і дві задані 

точки на ній 

 

Зауваження. Якщо в рівняннях (1.10.1), (1.10.2) один або два зна-

менника рівні нулю, то з геометричної точки зору це означає, що напрям-

ний вектор прямої перпендикулярний, відповідно, до однієї або двох 

осей координат. 

Наприклад, якщо пряма задана рівнянням: 
 

0
7

0

4

3
1 





 zyx

, 

то це означає, що вона проходить через точку )7,4,1(   і має напрямний 

вектор )0,0,3(s , тобто розташована перпендикулярно площині yOz . 
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3. Параметричні рівняння прямої. 

Якщо в рівнянні (1.10.1) покласти коефіцієнт пропорційності рівним 

t , то отримаємо: 

 
































,

.),(,,

0

0

0
000

ptzz

tntyy

mtxx

t
p

zz
t

n

yy
t

m

xx
 (1.10.3) 

 

Рівняння (1.10.3) називають параметричними рівняннями прямої. 

4. Загальне рівняння прямої. 

Пряму у просторі можна задати як лінію перетину двох непаралель-

них площин (рис. 1.10.3). Таким чином, система загальних рівнянь двох 

площин 1  і 2 : 

 









),(0

,)(0

22222

11111

DzCyBxA

DzCyBxA
 (1.10.4) 

нормальні вектори яких ),,( 1111 CBAN   і ),,( 2222 CBAN   не колінеар-

ні, визначає деяку пряму l  у просторі. 

Рівняння (1.10.4) називають загальним рівнянням прямої в R3. 

Щоб здійснити перехід від загального рівняння прямої (1.10.4) до 

канонічного (1.10.1), треба знайти будь-яку точку ),,( 0000 zyxM  на пря-

мій і будь-який вектор, паралельний їй, – напрямний вектор ),,( pnms  : 

1) координати точки lM 0  одер-

жуємо як розв'язок системи (1.10.4), 

якщо будь-якій одній з її координат на-

дати довільне значення (наприклад, 

0z ); 

2) оскільки пряма l  одночасно ле-

жить і в площині 1 , і в площині 2 , то 

нормальні вектори 1N  і 2N  цих площин 

перпендикулярні прямій (рис. 1.10.3), 

отже, за напрямний вектор s  прямої 

можна взяти векторний добуток векто-

рів 1N  і 2N , тобто: 21 NNs  . 

 
Рис. 1.10.3. Пряма як лінія 

перетину площин 
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Зауваження: 

1) будь-яка пряма у просторі описується системою виду (1.10.4); 

2) кожна система виду (1.10.4) визначає у просторі деяку пряму. 
 

Задача 1.10.1. Скласти канонічне рівняння прямої l , заданої загаль-

ним рівнянням: 
 






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0532
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zyx
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. 

 

Розв'язання: 
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За рівнянням (1.10.1) остаточно одержуємо: 
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Розглянемо випадки взаємного розташування двох прямих в R3. 

Нехай прямі 1l  і 2l  задані канонічними рівняннями: 
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Як і для прямої на площині, під кутом між двома прямими у прос-

торі розуміють один із двох суміжних кутів між їх напрямними векторами 

),,( 1111 pnms   і ),,( 2222 pnms  . 

За формулою косинуса кута між двома векторами (1.5.10) маємо: 
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Як наслідок із (1.10.5) отримуємо умову перпендикулярності двох 

прямих: 
 

00cos2 21212121  ppnnmmll . (1.10.6) 

 

Якщо прямі 1l  і 2l  паралельні, то напрямні вектори ),,( 1111 pnms    

і ),,( 2222 pnms   колінеарні, тому їх координати пропорційні: 
 

2
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1
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1
2121 ||||

p

p
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n

m

m
ssll   (1.10.7) 

 

Співвідношення (1.10.7) є умовою паралельності двох прямих. 

Відстань d  від точки ),,( 1111 zyxM  до прямої l  з напрямним век-

тором ),,( pnms   и точкою ),,( 0000 zyxM  на ній знайдемо як висоту 

паралелограма, побудованого на векторах s  і 10MM  як на сторонах, 

площа якого дорівнює, з одного боку, 10MMs  , а з іншого – sd   

(рис. 1.10.4). Звідки: 
 

s

MMs
d

|| 10
 . (1.10.8) 

 

Наприкінці розглянемо випадки взаємного розташування прямої 

і площини у просторі. Нехай пряма і площина задані рівняннями: 
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xx 000 



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
 )(l ,   0 DCzByAx  )( . 

 

Під кутом   між прямою і площиною розуміють кут, який утворе-

ний прямою й її проекцією на площину (рис. 1.10.5). 
 

 
Рис. 1.10.4. Відстань від точки 

до прямої 

 
Рис. 1.10.5. Кут між прямою 

і площиною 
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Тоді 
sN

sN
sN




 )^cos(sin , звідки маємо: 

222222
arcsin

pnmCBA

CpBnAm




 . (1.10.9) 

 

Умову перпендикулярності (паралельності) прямої l  і площини 

  одержуємо із колінеарності (перпендикулярності) векторів ),,( pnms   

і ),,( CBAN   (рис. 1.10.6 (рис. 1.10.7)): 

 

p
C

n
B

m
A

Nsl  || , (1.10.10) 

0||  CpBnAmNsl . (1.10.11) 

  

 
 

Рис. 1.10.6. Перпендикулярні 

пряма та площина 

Рис. 1.10.7. Паралельні пряма 

та площина 

 

Знайдемо точку перетину прямої l  і площини   (див. рис. 1.10.5). 

Для цього розв'яжемо систему рівнянь: 
 




















0

000

DCzByAx

p

zz

n

yy

m

xx

формі

нійпараметричупрямої

рівняння запишемо





















0
0

0

0

DCzByAx

ptzz

ntyy

mtxx

 

.0)()()( 000  DptzCntyBmtxA  (1.10.12) 

 

Якщо рівняння (1.10.12) має єдиний розв'язок *t , то він є значенням 

параметра t , який відповідає точці T  перетину прямої l  з площиною  : 

),,( *
0

*
0

*
0 ptzntymtxT  ; якщо це рівняння має безліч розв'язків, то 

пряма лежить в площині ( l ); якщо ж рівняння (1.10.12) не має розв'яз-

ків, то пряма паралельна площині ( ||l ). 



62 

2. Зразок виконання варіанта контрольної роботи 

 

Задача 1. Задано матриці BA,  і C . Знайти 
TСAB 22  , якщо: 

 








 








 








 




4

0

0

2

3

1

5

1
,

43

12
,

1

3

4

0

2

1

0

3
CBA . 

 

Розв'язання. 

Виконуємо дії над матрицями з урахуванням пріоритету операцій. 

1. Транспонуємо матрицю A  розміру 42 . Ця операція визначена 

формулою (1.1.8) для матриць будь-якого розміру. Транспонована мат-

риця 
TA  має розмір 24 : 

 






























 




1

4

2

0

3

0

1

3

1

3

4

0

2

1

0

3
Т

ТA . 

 

2. Добуток 
TСA  визначено, оскільки матриці С  та 

TA мають узго-

джені розміри: 42  та 24  відповідно (кількість стовпців лівої матриці 

співпадає з кількістю рядків правої). За формулою (1.1.5) знаходимо до-

буток – матрицю розміру 22 : 

 
































 


1

4

2

0

3

0

1

3

4

0

0

2

3

1

5

1ТСA  

 















1440)2(305)3(4001335

1042)2()1(01)3(0021)1(31
  

 













26

102
. 
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3. Множення на число матриць визначено формулою (1.1.3), вико-

нуємо поелементно і отримаємо: 

 
























412

204

26

102
22 TСA . 

 

4. Підводимо матрицю B  до квадрату згідно з формулою (1.1.7). 

Це можливо, оскільки B  є квадратною матрицею розміру 22 . У ре-

зультаті отримаємо матрицю 22 : 

 





















 







 


44)1(33423

4)1()1(23)1(22

43

12

43

122 BBB  

 

       .
1318

61
               







 
  

 

5. Нарешті обчислимо різницю 
22 BСAT   знайдених вище мат-

риць. Ця операція визначена формулою (1.1.4) для матриць однакового 

розміру та виконується поелементно: 

 



















 













176

263

1318

61

412

204
2 2ВСAT

. 

 

Відповідь: 











176

263
2 2ВСAT

. 

 

Задача 2. Розв'язати матричні рівняння BAX   та CYA , якщо: 

 

 62,
1

5
,

4

3

2

1



















 
 CBA . 



64 

Розв'язання. 

Для розв'язання заданих матричних рівнянь застосовують форму-

лами (1.2.12), (1.2.13). Щоб ними скористатись, необхідно знайти оберне-

ну матрицю 
1A  для квадратної матриці A . По-перше, згідно з форму-

лою (1.2.1), обчислюємо визначник матриці A : 
 

0102)3(41
42

31
det 


A . 

 

Оскільки матриця A  невироджена ( 0det A ), то для неї існує обернена 

матриця, та її можна знайти за формулою (1.2.9).  

Обчислюємо алгебраїчні доповнення, що визначені формулою (1.2.4): 
 

;44)1(| 11
11  A   ;22)1(| 21

12  A  

 

;3)3()1(| 12
21  A   11)1(| 22

22  A . 

 

За цими величинами складаємо приєднану (союзну) матрицю за озна-

ченням (1.2.8): 
 













12

34*A . 

 

Нарешті, згідно з формулою (1.2.9), одержуємо обернену матрицю: 
 
























1,02,0

3,04,0

12

34

10

1

det

1 *1 A
A

A . 

 

Правильність розрахунків можна перевірити за означенням обер-

неної матриці: 
 


















 


1,02,0

3,04,0

42

311AA  

 

.
10

01

1,043,02)2,0(44,02

1,0)3(3,01)2,0()3(4,01
         E





















  
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Тепер знаходимо розв'язки матричних рівнянь BAX   та CYA : 
 

  BAX 1










































 1,1

7,1

)1(1,052,0

)1(3,054,0

1

5

1,02,0

3,04,0
; 

 

 

   .02)1,063,0)2()2,0(64,0)2(                

1,02,0

3,04,0
621













 CAY

 

 

Перевірка:  
 

;
1

5

)1,1(47,12

)1,1()3(7,11

1,1

7,1

42

31
ВAX 








































 
  

 

    .40)3()2(201)2(
42

31
02 CYA 







 
  

 

Відповідь: 











1,1

7,1
X ,  .02Y  

 

Задача 3. Обчислити визначники двома способами: а) за методом 

Саррюса та за теоремою Лапласа; б) розкладаючи за елементами рядка 

(стовпця). 
 

а) 

 6     4  2  

9     0     1

7   5     3  







;          б) 

2116

0340

1532

0311




. 

 

Розв'язання. 

а) Обчислення визначника третього порядку за методом Саррюса 

(правилом трикутника) здійснюють за формулою (1.2.3): 
 









 6     4  2  

9     0     1

7   5     3  
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.20010830090280

)4(936)1(5207295)4()1()7(603




 

 

Теорема 1.2.1. Лапласа дозволяє обчислити визначник будь-якого 

порядку шляхом розкладання за елементами деякого рядка або стовпця. 

У даному випадку для спрощення розрахунків доцільно для розкладу об-

рати рядок або стовпець, що містить нульовий елемент 022 a . Скорис-

таємось формулою (1.2.5) для розкладання за елементами другого стовпця: 

 









 6     4  2  

9     0     1

7   5     3  

 

 











 

91

73
)1()4(

62

73
)1(0

 6     2  

9     1
)1(5 232221

 

 

    .20080120)1()7(934296)1(5   

 

Результати обчислень визначника двома способами співпали. 

б) Обчислення заданого визначника четвертого порядку здійснимо 

розкладанням за третім рядком, оскільки він містить два нульових еле-

менти. В подальшому, розкладаючи визначники третього порядку обира-

ємо для розкладу перший рядок, оскільки в ньому є нульовий елемент.  

За формулою (1.2.5) маємо: 

 







2116

0340

1532

0311

 

 





 

216

132

011

)1(3

216

152

031

)1(4 3323
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                 








 



 

26

12
)1(3

21

15
)1(14 2111

    

 

                 








 





 

26

12
)1(1

21

13
)1(13   2111

 

 

                     .119202536114   

 

Відповідь: а) 200; б) 11. 

 

Задача 4. Для заданих систем знайти: а) розв'язок трьома спосо-

бами (методом оберненої матриці, за формулами Крамера та методом 

Жордана – Гаусса); б) загальний, базисний та деякий частинний розв'язки. 

 

а) 















8          32 

52    

4     5 

21

321

321

xx

xxx

xxx

;         б) 















0254 

0        

0      5 

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

Розв'язання. 

а) Маємо квадратну неоднорідну систему лінійних алгебраїчних рів-

нянь (1.3.1). Її можна подати у матричному вигляді (1.3.7). У нашому ви-

падку матриця коефіцієнтів A , стовпець вільних членів (правих частин) 

B  та стовпець невідомих X  системи мають вигляд: 

 























032

211

115

A ,     



















8

5

4

B ,     



















3

2

1

x

x

x

X . 

 

Спочатку обчислюємо головний визначник системи (1.3.3), розкла-

даючи його за третім рядком:  
 












 

21

15
)1(3

21

11
)1(2

032

211

115

det 2313A  

                .0311103122                               
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Оскільки головний визначник не дорівнює нулю, дана система є ви-

значеною, тобто має єдиний розв'язок, що може бути знайдений і мето-

дом оберненої матриці, і за формулами Крамера. До того ж, як будь-яку 

систему, її можна розв'язати методом Жордана – Гаусса. 

Метод оберненої матриці полягає у розв'язанні системи як матрич-

ного рівняння, тобто за формулою (1.3.9).  

Спочатку знаходимо алгебраїчні доповнення матриці A  за форму-

лою (1.2.4): 

 

;6
03

21
)1( 11

11 

 A   ;4

02

21
)1( 21

12  A  

 

;5
32

11
)1( 31

13 


 A   ;3
03

11
)1( 12

21 


 A  

 

;2
02

15
)1( 22

22 


 A   ;13
32

15
)1( 32

23  A  

 

;1
21

11
)1( 13

31 



 A   ;11

21

15
)1( 23

32 


 A  

 

.6
11

15
)1( 33

33 


 A  

 

З алгебраїчних доповнень складаємо приєднану матрицю згідно  

з формулою (1.2.8) 
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Звідси за формулою (1.2.9) знаходимо обернену матрицю до мат-

риці A : 
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Зауважимо, що внесення коефіцієнту тут недоречне, оскільки такий 

вигляд більш зручний для подальших розрахунків.  

Тепер можна скористатись формулою (1.2.12), щоб знайти стов-

пець невідомих: 
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тобто 3,2,1 321  xxx . Правильність розв'язку перевіряємо підста-

новкою отриманих значень у вихідну систему: 
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Щоб розв'язати системи за формулами Крамера (1.3.6), складаємо 

допоміжні визначники )3,1(  ii . Для цього заміняємо послідовно стов-

пці в головному визначнику Adet  на стовбець правих частин B . Об-

числюємо )3,1(  ii  розкладанням за третім стовпцем: 
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Звідси за формулами (1.3.6) маємо: 
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Результат співпадає з отриманим вище за допомогою методу обер-

неної матриці. 

Для застосування методу Жордана – Гаусса складаємо розширену 

матрицю даної системи (1.3.4): 
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Згідно з теоремою 1.4.1 елементарні перетворення системи не змі-

нять множину її розв'язків. Наша мета: звести матрицю коефіцієнтів (злі-

ва від риски) до одиничної, тоді справа отримаємо шуканий розв'язок. 

Для зручності дії над рядками матриці  BA  будемо писати під знаком ~, 

що позначає перехід до еквівалентної системи рівнянь. 
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Таким чином, знову отримали стовпець невідомих 
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б) Маємо однорідну СЛАР, яка завжди є сумісною. Коли головний 

визначник не дорівнює нулю, існує лише тривіальний розв'язок цієї сис-

теми, в протилежному випадку – нескінченна множина розв'язків.  

Складаємо за коефіцієнтами та обчислюємо головний визначник 

системи (розкладаючи за другим рядком): 
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      .042541052   

 

Тобто дана система – невизначеною. Розв'язуємо систему за допомо-

гою методу Жордана – Гаусса. Оскільки матриця коефіцієнтів є виродженою, 
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елементарні перетворення призведуть до трапецоїдної прямокутної  

матриці:  
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Отримана розширена матриця відповідає системі рівнянь: 
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Покладаємо R ttx ,33 , тоді  
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тобто загальний розв'язок системи має вигляд: 
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Підставимо отримані вирази для невідомих із загального розв'язку 

у вихідну систему, щоб впевнитись у правильності одержаного результату: 
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Щоб знайти базисний розв'язок покладаємо 0t : 

 



















0

0

0

оX . 

 

Наведемо також частинний розв'язок, що відповідає 1t : 
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Відповідь: а) 3,2,1 321  xxx ; б) txtxtx 3,2, 321   ( Rt ). 

 

Задача 5. Дослідити системи на сумісність; для сумісних знайти  

розв'язок. 
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Розв'язання. 

а) Дослідження систем будемо проводити із застосуванням теоре-

ми Кронекера – Капеллі 1.3.1. Для цього слід знайти та порівняти ранги 

основної та розширеної матриць системи. У випадку, коли вони співпа-

дають, система є сумісною і можна знайти множину її розв'язків.  
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Ранг матриці (тобто максимальний порядок ненульових мінорів, що міс-

тить у собі матриця) легко визначити, якщо звести її до трапецоїдного ви-

гляду. Зазначимо, що оскільки матриця коефіцієнтів A  входить до складу 

розширеної матриці системи )( ВА , достатньо виконати перетворення 

для останньої та проаналізувати отриманий результат. 

Складаємо розширену матрицю системи та застосовуємо до неї 

елементарні перетворення матриць, які за теоремою 1.2.3 не змінюють її 

рангу: 
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Бачимо, що максимальний порядок ненульового мінору матриці )( ВА  

дорівнює двом: 2)|( BArang . Зліва від риски знаходиться перетворе-

на матриця A , її ранг також дорівнює двом: 2)( Arang .  

Застосовуємо теорему Кронекера – Капеллі 1.3.1. Оскільки 

)(Arang )|( BArang , система є сумісною. Вона має нескінченну мно-

жину розв'язків, тому що ранги менші за кількість змінних: 

nBArangArang  42)|()( . 

Зазначимо, що елементарні перетворення матриць, які ми застосо-

вували, співпадають з елементарними перетвореннями систем. Тому 

фактично ми виконували розв'язання системи методом Жордана – Гаус-

са. Переходимо від спрощеної розширеної матриці до відповідної систе-

ми рівнянь: 
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Невідомі 21, xx  є базисними, виражаємо їх через вільні невідомі 43, xx   

і отримаємо: 
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Покладаємо R qpqxpx ,;, 43 , тоді  
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тобто загальний розв'язок системи має вигляд: 
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Зробимо перевірку підстановкою результату у  вихідну систему: 
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














35)22(132

34)22(2132 

483)22()132(2

1322132 

qpqpqp

qpqpqp

qpqpqp

qpqpqp

. 

 

Оскільки отримано тотожності при будь-яких значеннях параметрів 

p  і q , заключаємо, що загальний розв'язок знайдено вірно. 

б) Складаємо розширену матрицю )( ВА  заданої системи та здійс-

нюємо елементарні перетворення для відшукання її рангу: 
 

  ~  

5

0

4

1

3211

4932

3521

1411

~  

5

1

4

0

3211

1411

3521

4932

31


























































 рp

BA  
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




































6

2

3

1

4220

2110

2110

1411

~ 

144
1233

122

ррр
ррp

рpp
~

0

5

2

1

0000

0000

2110

1311

~ 

3244
233


































ppp
ppp

 

 






























1

2

1

0

2

1

000

110

201

~ 

4

3
5

1
3

211

p

pp

pрp
. 

 

Отримали спрощену розширену матрицю системи )( ВА . Аналіз її 

вигляду дозволяє визначити як її ранг )|( BArang , та і ранг основної ма-

триці системи rangA. 

Зліва від риски знаходиться перетворена матриця коефіцієнтів A  за-

даної системи. Оскільки її третій рядок складається із нулів, максималь-

ний порядок ненульового мінору матриці A  дорівнює двом: 2)( Arang .  

Також бачимо, що в перетвореній розширеній матриці )( ВА  мінор, 

отриманий викресленням третього та четвертого стовпців, є визначни-

ком трикутної матриці. Його величина дорівнює добутку діагональних 

елементів: 
 

01111

100

210

101





, 

 

звідки 3)|( BArang .  

 

Застосування теореми Кронекера – Капеллі 1.3.1 дозволяє дійти 

висновку: задана система є несумісною, оскільки )|( BArangrangA  . 

 

Відповідь: а) система сумісна, невизначена; загальний розв'язок: 

qxpxqpxqpx  4321 ;;2;132 ; R qp, ; б) система не-

сумісна. 
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Задача 6. Задано координати точок CBA ,,  і D : 

 

( 1; 3; 2), (3; 5; 2),A B (1; 3;1), (2; 2; 4).C D  

 

Необхідно: 

а) довести, що точки CBA ,,  утворюють трикутник, а на CBA ,,  і D  

можна побудувати піраміду; 

б) обчислити довжини сторін та кути трикутника ABC ; 

в) знайти площу трикутника ABC ; 

г) знайти об'єм піраміди ABCD  та висоту, опущену з вершини D  

на основу ABC . 

 

Розв'язання. 

а) Спочатку знаходимо координати векторів за формулою (1.5.2): 

 

   3 ( 1); 5 3; 2 2 4; 2; 0АВ       ; 

   1 ( 1); 3 3;1 2 2; 0; 1АС        ; 

   2 ( 1); 2 3; 4 2 3; 1; 2АD        . 

 

Для того щоб точки CBA ,,  утворювали трикутник, необхідно, щоб 

вектори АВ  та АС  не були колінеарними. Умовою колінеарності векто-

рів є пропорційність їх координат (6). Легко бачити, що це не так: 

 

1

0

0

2

2

4


 . 

  

Для того щоб на точках CBA ,,  і D  можна було побудувати пірамі-

ду, необхідно, щоб вектори АВ , АС  та АD  не належали одній площині. 

Перевіримо умову компланарності (1.5.19): 

 

    .018)1(3222)1()1(204

2  3

12
2

2   1

10   
4

213

1    0      2

0      2      4















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Оскільки вектори АВ  та АС  не є колінеарними, точки , ,A B C  утво-

рюють трикутник. Оскільки вектори АВ , АС  та АD  не є компланарними, 

точки CBA ,,  і D  утворюють піраміду у просторі.  

б) Знайдемо довжини сторін трикутника ABC  як модулі векторів 

АВ , АС  та ВС  за формулою (1.5.3): 

 

5220024 222  АВAB  (од.); 

 

5)1(02 222  АСAC  (од.); 

 

3144)21()53()31( 222  ВСBC  (од.). 

 

Для того щоб знайти кути трикутника ,ABC  слід скористатися фор-

мулою (1.5.10). По-перше, необхідно обчислити скалярні добутки векто-

рів, що утворюють BA  ,  та ,C  відповідно. Враховуючи, що  

 

 4; 2; 0ВA AВ     ; 

 

 2; 0;1СA AC    ; 

 

 2; 2;1CB ВС   , 

 

за формулою (1.5.8) знаходимо: 

 

8)1(00224  ACAB ; 

 

12)1(0)2()2()2()4( BCBA ; 

 

311202)2( CBCA . 

 

Слід зауважити, що використання властивості асоціативності ска-

лярного добутку щодо множення на число дозволяє уникнути відшукання 
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координат протилежних векторів під час знаходження скалярних до-

бутків:  
 

BCABBCBA  ;              BCACBCACCBCA  . 

 

Ураховуючи, що 52 АВВA , 5 АССA , 3 ВССB ,  

обчислюємо косинуси кутів трикутника ABC  за формулою (1.5.10): 
 

 
5

4

552

8
^coscos 






ACAB

AСAB
ACABA ; 

 

 
5

52

352

12
^coscos 









BCBA

BСBA
BCBAB ; 

 

 
5

5

35

3
^coscos 











CBCA

СBCA
CBCAC . 

 

Звідси: 
 

2536
5

4
arccos  A ,       4326

5

52
arccos  B , 

43116
5
5

arccos  C . 

 

Кути BA  ,  є гострими, а C  – тупим.  

в) Для знаходження площі трикутника ABC  слід скористатися гео-

метричним змістом векторного добутку. Спочатку за формулою (1.5.13) 

обчислюємо векторний добуток векторів АВ  та АС , що утворюють цей 

трикутник: 
 












02

24

12

04

10

02

102

024 kji

kji

ACAB




 

                                 2 4 4 2; 4; 4 .i j k        
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За формулою (1.5.15) 
 

336
2

1
)4(4)2(

2

1

2

222 




ACAB
S ABC  (кв. од.). 

 

г) Об'єм піраміди ABCD  знаходимо за допомогою мішаного добут-

ку векторів АВ , АС  та АD , що її утворюють. За формулою (1.5.16)  

одержуємо: 
 

  18

213

102

024





 ADACABADACAB , 

 

звідки, згідно з (1.5.18) 
 

318
6

1

6


ADACAB
Vnip  (куб. од.). 

 

Враховуючи знайдені площу ABC  та об'єм ABCD , можна знайти 

висоту h , опущену з вершини D  на основу ABC : 
 

3
3

333





АВС

nip

S

V
h  (од.). 

 

Відповідь: б) 52AB , 5AC , 3BC , 2536  A , 4326  B , 

43116  C ; в) 3ABCS  (кв. од.); г) 3nipV  (куб. од.); 3h  (од.). 

 

Задача 7. Вектори a


, b


, c


 подані у координатній формі:  
 

).2;4;1(),5;0;2(),4;2;6(  сba


 

 

Знайти: а) напрямні косинуси вектора p


; б) проекцію вектора q


  

на вектор r


; в) скалярний та векторний добутки векторів p


 і q


; г) зна-

чення параметра m , для якого вектори imr


  та q


 ортогональні, якщо: 
 

cbp


 2 ,     baq



2

1
,     car


3 . 
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Розв'язання. 

а) Спочатку обчислюємо координати вектора p


 згідно з властивос-

тями (1.5.4), (1.5.5) лінійних операцій над векторами: 

 

)12;4;3()210;40;14()2;4;1()5;0;2(22  cbp


. 

 

Знаходимо модуль вектора p


 за формулою (1.5.3) 

 

13169)12(43 222 p


 

 

та його напрямні косинуси вектора згідно з (1.5.7): 

 

13
12

cos;
13
4

cos;
13
3

cos  . 

 

б) Для відшукання проекції використовують формулу (1.5.9). Знахо-

димо координати векторів q


 та r


 за формулами (1.5.4), (1.5.5) лінійних 

операцій у координатній формі: 

 

)7;1;1()52;01;23()5;0;2()4;2;6(
2

1

2

1
 baq


. 

 

)2;10;3()64;122;36()2;4;1(3)4;2;6(3  car


 

 

Далі обчислюємо скалярний добуток векторів q


 та r


 за їх коорди-

натами згідно з формулою (1.5.8): 

 

2114103)2(710)1(31  rq


. 

 

Тоді згідно з (1.5.9) 

 

113

21

)2(103

21
Пр

222










r

rq
qr 




  (од.) 
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в) Скалярний добуток векторів p


 і q


 обчислюємо за допомогою 

формули (1.5.8): 
 

857)12()1(413 qp


, 

 

а векторний – за формулою (1.5.13): 
 
















11

43

71

123

71

124

711

1243 kji

kji

qp





 

 

                                 7;33;1673316  kji


. 

 

г) Для ортогональних векторів виконується умова  (1.5.11), тобто їх-

ній скалярний добуток дорівнює нулю. Обчислимо координати вектора 

imr


 : 
 

)2;10;3()2;10;3()0;0;1()2;10;3(  mmmimr


. 

 

Знаходимо скалярний добуток векторів imr


  та q


 за формулою 

(1.5.8)  
 

mmqimr  217)2()1(101)3()(


. 

 

Прирівнюючи отриманий вираз до нуля отримаємо умову на па-

раметр m : 
 

21021)(  mmqimr


. 

 

Таким чином, вектори imr


  є q


 ортогональними, коли параметр 

21m . 
 

Відповідь: а) 
13

12
cos;

13

4
cos;

13

3
cos   ; б) qr


Пр  

113

21
  (од.); в) 85qp


;  7;33;16 qp


; г) 21m . 
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Задача 8. Переконатися, що вектори )1,1,3(1 a , )3,4,2(2 a , 

)1,2,5(3 a  утворюють базис в R
3
 і знайти розклад вектора )2,0,7(4 a  

за цим базисом. 

 

Розв'язання. 

1. Переконуємося, що вектори 1a , 2a , 3a  утворюють базис в R
3
, 

для чого обчислюємо визначник, складений із координат цих векторів: 

 

023
37

110
1

370

241

1100

131

241

523

21 










 A   

  },,{ 321 aaa  утворюють базис в R
3
. 

 

2. Знаходимо коефіцієнти розкладу вектора 4a  за базисом, для чого 

складаємо векторну рівність (1.6.6) і розв'язуємо відповідну неоднорідну 

СЛАР: 

 

4332211 aaaa      



































































2

0

7

1

2

5

3

4

2

1

1

3

321    

  














23

024

7523

321

321

321

    
























2

0

7

131

241

523

)( BA   

  


















2
0

7

370

241

1100

  














2
0

7

370

241

1100

  

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Таким чином, )3,1,2(312 3214  aaaa . 

 

3. Виконуємо перевірку, для чого складаємо лінійну комбінацію 

332211 aaa   і зіставляємо її з вектором 4a : 
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Відповідь: 3214 312 aaaa  ; отже, )3,1,2(   – координати век-

тора 4a  в базисі },,{ 321 aaa . 

 

Задача 9. Трикутник 321 AAA  задано координатами його вершин: 

)2;4(1 A , )0;5(2A , )5;1(3 A . Знайти: 1) рівняння сторони 21AA ; 

2) рівняння і довжину висоти, проведеної з вершини 1A ; 3) рівняння і дов-

жину медіани, проведеної з вершини 2A ; 4) рівняння і довжину бісектриси, 

проведеної з вершини 3A ; 5) кут між проведеними висотою і медіаною;  

6) рівняння прямої l , яка проходить через точку 1A  паралельно проти-

лежній стороні трикутника; 7) координати точки P , симетричної точці 3A  

відносно сторони 21AA . Зробити рисунок. 

 

Розв'язання. 

1. Під рівнянням сторони трикутника будемо розуміти рівняння 

прямої, що містить її. Виходячи із цього, рівняння сторони 21AA  знайде-

мо як рівняння прямої )( 21AA , що проходить через дві задані точки (див. 

рівняння (1.7.3)): 
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A
yx

yx

1.7.3  

  зводимо до загального рівняння   

01092)2(9)4(2  yxyx . 

 

Довжину сторони 21AA  знайдемо за формулою (1.5.3) як довжину 

вектора 21AA , попередньо визначивши його координати: 
 

 )2,9(),( 121221 yyxxAA  

2,985)2(9 22
2121  AAAA . 
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2. Висота трикутника, опущена з вершини 1A  (позначимо її KA1 ), за 

означенням перпендикулярна прямій, 

що містить протилежну сторону три-

кутника (у нас це )( 32 AA ). Тоді вектор 

32 AA  (або 23AA ) є перпендикуляр-

ним висоті, а значить може слугувати 

її нормальним вектором (рис. 4.1.1). 

Отже, рівняння прямої )( 1KA  

знайдемо за відомою точкою 1A  на 

ній та відомим нормальним вектором 

32AAN   (див. рівняння (1.7.9)): 

 
Рис. 4.1.1. Рисунок до задачі 9 


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
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AAN

A
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1.7.9  

014560105246  yxyx . 
 

Побудову висоти KA1  здійснимо за двома будь-якими точками  

на ній: однією буде вже відома точка )2;4(1 A , а другу знайдемо за рів-

нянням висоти: 41  yx , отже, KA1)4;1(   (див. рис. 4.1.1). 

Довжину висоти KA1  обчислимо як відстань від точки 1A  до прямої 

)( 32 AA  за формулою (1.7.20), яку зможемо застосувати, якщо разом із ко-

ординатами точки 1A  будемо знати загальне рівняння прямої )( 32 AA : 
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Обчислюємо довжину висоти KA1 : 
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3. Медіана трикутника, проведена з вершини 2A  (позначимо її 

MA2 ), за означенням з'єднує цю вершину із серединою протилежної 

сторони 31AA  – точкою M  (див. рис. 4.1.1), координати якої визначимо 

за формулами координат середини відрізка: 
 

2
5

2

)1(4

2
31 







xx
xM ,   

2
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2

)5(2

2
31 







yy
yM . 

 

Рівняння медіани MA2  дістанемо як рівняння прямої, що проходить 

через дві задані точки )0;5(2A  і )23;25( M  (див. рівняння (1.7.3)): 
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 yxyxyx
yx

. 

 

Для побудови медіани MA2  сполучимо точки 2A  і M  відрізком 

прямої (див. рис. 4.1.1). 

Довжину медіани MA2  знайдемо як довжину вектора MA2 : 
 

  23,215),( 222 yyxxMA MM  

6,7
4

234
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2
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



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




 MAMA . 

 

4. Бісектриса трикутника, проведена з вершини 3A  (позначимо її 

BA3 ), за означенням є відрізком бісектриси відповідного кута і з'єднує 

вершину 3A  з точкою B  на протилежній стороні 21AA  (див. рис. 4.1.1). 

Зі шкільного курсу математики відомо, що бісектриса трикутника 

поділяє протилежну сторону на відрізки, відношення довжин яких   до-

рівнює відношенню довжин прилеглих до них двох інших сторін трикут-

ника, тобто у нашому випадку: 
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. 
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Обчислимо число  : 
 













61)5()6()5;6(
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323232
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313131

AAAAAA

AAAAAA
 

975,0
61

58

32

31 
AA

AA
. 

 

Знайдемо координати точки B , для чого скористаємось формула-

ми визначення координат точки, яка поділяє напрямлений відрізок у за-

даному відношенні  , якщо відомі координати кінців відрізка. Отже: 
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Рівняння бісектриси BA3  одержимо за двома відомими точками  

на ній: 3A  і B , в котре залучаючи рівняння (1.7.3): 
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Визначимо довжину бісектриси BA3 : 

 

18,622,38)01,6()44,1()01,6;44,1( 22
333  BABABA . 

 

Зобразимо бісектрису BA3 , для чого з'єднаємо точки 3A  і B  відріз-

ком прямої (див. рис. 4.1.1). 

5. Відшукання кута   між висотою KA1  і медіаною MA2  зводиться 

до відшукання кута між відповідними прямими, на яких вони лежать. 

Оскільки обидві прямі задані загальними рівняннями, то шуканий кут 

знайдемо як кут між їх нормальними векторами за формулою (1.7.14)): 
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
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. 

 

Отже, кут   вийшов тупий. Для відшукання саме гострого кута між 

прямими чисельник у формулі (1.7.14) треба взяти за модулем. 

6. Рівняння прямої l , проведеної через точку 1A  паралельно про-

тилежній стороні трикутника 32AA , одержимо як рівняння прямої, яка 

проходить через задану точку 1A , а її напрямним вектором є вектор 

32 AA  (або 23AA ) (див. рівняння (1.7.2)): 
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03265)2(6)4(5  yxyx . 

 

Для побудови прямої l  за її рівнянням знаходимо ще одну точку  

на ній: 72  yx , отже, l)7;2( , і проводимо пряму через знайдену 

точку і точку 1A  (див. рис. 4.1.1). 

7. Точку P , симетричну точці 3A  відносно сторони 21AA , знайдемо 

із тих міркувань, що вона лежить на 

прямій 0l , проведеній через точку 3A  

перпендикулярно осі симетрії – прямій 

21AA , а вісь симетрії поділяє відстань 

між точками P  і 3A  навпіл (рис. 4.1.2). 

Рівняння прямої 0l  складаємо за 

відомою точкою 3A  на ній і відомим 

нормальним вектором – 21AA  (або 

12AA ) (див. рівняння (1.7.9)): 

 
Рис. 4.1.2. До відшукання 

симетричної точки 
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







0))5()(2())1((9:)(

)2;9(

)5;1(
0

21

3 yxl
AAN

A
1.7.9  

0129010299  yxyx . 

 

Знаходимо точку перетину перпендикуляра 0l  і прямої )( 21AA  – 

проекцію точки 3A  на пряму )( 21AA : )( 210 AAlT  , для чого складаємо 

відповідну СЛАР і розв'язуємо її (наприклад, за методом Крамера): 
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Шукані координати точки P  обчислимо за формулами координат 

середини відрізка з урахуванням того, що тепер нам відомі координати 

середини – точки T  і координати одного кінця відрізка – точки 3A : 
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Відповідь: 

1) 01092:)( 21  yxAA , 2,921 AA ; 

2) 01456:)( 1  yxKA , 3,71 KA ; 

3) 055:)( 2  yxMA , 6,72 MA ; 

4) 024,145,101,6:)( 3  yxSA , 18,63 SA ; 

5) 5118)4771,0arccos(  
; 

6) 03265:  yxl ; 

7) )07,7;68,1(P . 
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Задача 10. Скласти рівняння параболи з фокусом у точці )3;0( F  

і вершиною у початку координат. 

Розв'язання. 

За відомими координатами фокуса )3;0(   встановлюємо, що: OyF , 

тому Oy  – вісь симетрії параболи, адже фокус параболи завжди лежить 

на її осі симетрії, отже, рівняння міститиме змінну y  в першому степені; друга 

координата фокуса від'ємна, тому рівняння матиме вигляд: pyx 22  . 

Залишилося знайти параметр p : відстань від фокуса параболи до її  

вершини завжди дорівнює 2p , де p  – параметр параболи, тому у нас: 

32 p , звідки 6p . Таким чином, yx 122   – шукане рівняння пара-

боли. 

Зображуємо криву в системі координат xOy (рис. 4.1.3) за відомою 

вершиною )0;0(O  і кількома додат-

ковими точками, які знайдемо за рів-

нянням yx 122  : 









)31;2(

)31;2(
231 xy ; 









)3;6(

)3;6(
63 xy . 

 
Рис. 4.1.3. Парабола до задачі 8 

Відповідь: yx 122  . 

 

Задача 11. Визначити тип кривої другого порядку, звести її рівнян-

ня до канонічного вигляду, побудувати криву та вказати: для кола – ко-

ординати центра і радіус; для еліпса – велику та малу півосі, координати 

фокусів, ексцентриситет; для гіперболи – дійсну та уявну півосі, коорди-

нати фокусів, ексцентриситет, рівняння асимптот; для параболи – коор-

динати вершини і фокуса, величину параметра, рівняння директриси: 

 

а) 100425 22  yx ;  б) 0895024254 22  yxyx . 

 

Розв'язання. 

а) 1. Встановлюємо тип кривої за її рівнянням (див. стор. 44): 

( 25A , 4C )  0CA . Отже, задане рівняння визначає криву еліп-

тичного типу. 
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2. Зводимо задане рівняння до канонічного вигляду (1.8.5): 

 

 1
100

4

100
25

1100425
22

2

2

2

2
22 yx

b

y

a

x
yx  

1
52 2

2

2

2


yx

 – канонічне рівняння еліпса. 

 

3. Визначаємо параметри еліпса (a  і b ), координати фокусів ( 1F , 

2F ) та ексцентриситет (e ) за його канонічним рівнянням: 

 








)(

5

2
ba

b

a

піввісьвелика

піввісьмала
 

 2142522 abc  













.192,0
5
21

;)21;0(),21;0( 21

b
c

e

FF
 

 

4. Зображуємо еліпс, для чого бу-

дуємо його вершини: )0;2(1 A , )0;2(2A , 

)5;0(1 B , )5;0(2B , і з'єднуємо їх оваль-

ною лінією (рис. 4.1.4). 

 

Рис. 4.1.4. Еліпс 

до задачі 11а 

б) 1. Встановлюємо тип кривої за її рівнянням: ( 4A , 25C )  

 0CA . Отже, задане рівняння описує криву гіперболічного типу. 

2. Зводимо задане рівняння до канонічного вигляду (1.8.7), для чого 

виділенням повних квадратів позбуваємось доданків із першими степе-

нями змінних ,x  y  у лівій частині рівняння: 

 

 0895024254 22 yxyx  089)2(25)6(4 22 yyxx  

     0891)112(259)932(4 22 yyxx  

    1
4

)1(

25

)3(
10012534

22
22








yx

yx . 
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Вводимо нові координати X , Y  заміною: Xx 3 , Yy 1 , які  

є формулами паралельного перенесення системи координат xOy, за яки-

ми її початок – точка )0;0(O  – переміщується у точку )1;3(1 O , а напря-

ми координатних осей зберігаються. У цій, "новій", системі координат 

YXO1  рівняння гіперболи набуває канонічного вигляду: 

 

1
25 2

2

2

2


YX
. 

 

3. Визначаємо параметри гіперболи (a  і b ), координати фокусів 

( 1F , 2F ) та ексцентриситет (e ) за її канонічним рівнянням: 

 









піввісьуявна

піввісьдійсна

2

5

b

a
 2942522 bac  













.108,1
5
29

;)0;29(),0;29( 21

a
c

e

FF
 

 

4. Зображуємо криву в системі 

координат YXO1 , для чого будуємо 

її основний прямокутник, асимптоти: 
 

,XYX
a
b

Y
5
2

  

вершини )0;5(1 A , )0;5(2A  і, насам-

кінець, гілки гіперболи (рис. 4.1.5). 

 
Рис. 4.1.5. Гіпербола 

до задачі 11б 
 

Відповідь: 

а) 1
52 2

2

2

2


yx

; 2a , 5b ; )21;0(1 F , )21;0(2F ; 92,0e ; 

б) 1
25 2

2

2

2


YX

, 3 xX , 1 yY ; 5a , 2b ; )0;29(1 F , 

)0;29(2F ; 08,1e . 

 

Задача 12. Задано координати точок )1;2;1(A , )2;2;3(B , 

)1;0;2(C , )4;5;3( D . Знайти: 1) рівняння площини 1 , що проходить 
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через точки A , B , C ; 2) рівняння площини 2 , що проходить через точку 

D  перпендикулярно вектору AC ; 3) рівняння площини 3 , що проходить 

через точку D  паралельно площині 1 ; 4) відстань від точки D  до пло-

щини 1 ; 5) рівняння прямої 1l , що проходить через точки A  і B ; 6) па-

раметричні рівняння прямої 2l , що проходить через точку D  паралельно 

прямій 1l ; 7) рівняння прямої 3l , що проходить через точку D  перпенди-

кулярно площині 1 ; 8) відстань від точки D  до прямої 1l ; 9) точку пере-

тину прямої 3l  і площини 1 ; 10) кут між прямою 1l  і площиною 2 . 

Розв'язання. 

1. Рівняння площини 1  складаємо за трьома відомими точками, 

що належать їй, для чого скористаємося формулою (1.9.3): 

 


















)(

)1;0;2(

)2;2;3(

)1;2;1(

333

222

111

1.9.3
zyx

zyx

zyx

C

B

A







 0

021

104

121

:1

zyx

 

  розкриваємо визначник за елементами першого рядка   

012820)8()1(1)2(2)1(  zyxzyx . 

 

2. За умовою вектор AB  перпендикулярний площині 2  і тому є (за 

означенням) одним із безлічі її нормальних векторів: ABN 2
. 

Оскільки відома точка, через яку проходить площина 2  (точка D ), 

і відомий її вектор нормалі: 
 

)0;2;1();;( 1313132
 zzyyxxABN , 

то за рівнянням (1.9.2) дістанемо: 

















0)4(0))5(()2()3(1:

)0;2;1(

)4;5;3(
2)(

2

000

zyx

N

D
CBA

zyx

1.9.2  

072  yx . 
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Останнє рівняння не містить змінну z , бо третя координата вектора 

2
N  дорівнює нулю. З геометричної точки зору це означає, що площина 

2  паралельна осі Oz . 

3. Коефіцієнти при змінних x , y , z  у рівнянні площини 1  визна-

чають координати її нормального вектора: )8;1;2(
1

N . За умовою 

площини 1  і 3  паралельні, тому нормальний вектор площини 1  буде 

одночасно перпендикулярним і площині 3 , а значить, може слугувати 

для неї нормальним вектором: 
13  NN . Шукане рівняння площини 3  

одержимо із (1.9.2) як рівняння площини, що проходить через задану точ-

ку (у нас це точка D ) і має заданий нормальний вектор )8;1;2(
3

N : 

 

.02182

0)4(8))5((1)3(2:)(

)8;1;2(

)4;5;3(
3

3

000



















zyx

zyx

N

D
CBA

zyx

1.9.2
 

 

4. Відстань d  від точки D  до площини 1  обчислюємо за форму-

лою (1.9.10): 
 

08,1
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9

)8()1(2

1248)5(32

)8;1;2(

)4;5;3(
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)(

1

000


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






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N

D
CBA

zyx

1.9.10 . 

 

5. Рівняння прямої 1l  складемо за двома відомими точками A  і B , 

через які вона проходить, скориставшись рівнянням (1.10.2): 
 

.
1

1
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zyx

1.10.2
 

 

Нуль у знаменнику другого дробу означає, що друга координата на-

прямного вектора прямої дорівнює нулю: )1;0;4(1 s ; отже, робимо ви-

сновок, що пряма 1l  розташована перпендикулярно осі Oy . 
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6. Координати напрямного вектора прямої 1l  визначаємо за зна-

менниками дробів у її рівнянні: )1;0;4(1 s . Оскільки за умовою пряма 2l  

паралельна прямій 1l , то напрямний вектор прямої 1l  буде одночасно 

паралельним і прямій 2l , отже може слугувати для неї напрямним векто-

ром: 12 ss  . Тоді за відомою точкою D  на прямій і відомим напрямним 

вектором: )1;0;4(2 s , складаємо параметричні рівняння прямої 2l  

(див. рівняння (1.10.3)): 
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






t

tz

y

tx

tz

ty

tx
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s

D
pnm

zyx

1.10.3  

 

7. Рівняння прямої 3l  знайдемо, враховуючи, що і пряма 3l , і нор-

мальний вектор 
1

N  перпендикулярні площини 1 , тому вектор 
1

N  буде 

паралельним прямій 3l , отже, його можна взяти в якості напрямного век-

тора 3s  цієї прямої: 
13  Ns . Оскільки вектор 

1
N  нам вже відомий за рів-

нянням площини 1 , то шукане рівняння прямої 3l  дістанемо за відомою 

точкою на ній (точкою D ) і відомим напрямним вектором )8;1;2(3 s , 

тобто складаємо її канонічне рівняння (1.10.1): 
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1.10.1 . 

 

8. Відстань 1d  від точки D  до прямої 1l  обчислимо, залучаючи 

формулу (1.10.8), яка для нашого випадку набуде вигляду: 
 

1

01
1

||
s

DMs
d


 , 

у якій 1s  – напрямний вектор прямої 1l , а 0M  – точка на ній ( 10 lM  ). 

 

Координати вектора 1s  нам вже відомі: )1;0;4(1 s , а координати 

точки );;( 0000 zyxM  визначимо за рівнянням прямої 1l : 
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)1;2;1(
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Послідовно проводимо всі необхідні розрахунки: 
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9. Для відшукання точки перетину T  прямої 3l  з площиною 1  роз-

в'яжемо систему рівнянь: 
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Якщо система рівнянь виявиться невизначеною, то це означає, що 

пряма лежить у площині, якщо ж несумісною, то пряма і площина пара-

лельні і точки перетину не існує. 
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10. Кут   між прямою 1l  і площиною 2  знаходимо за формулою 

(1.10.9): 

 

222222
arcsin

pnmCBA

CpBnAm




 , 

де m, n, p – координати напрямного вектора 1s  прямої 1l ; 

A, B, C – координати нормального вектора 
2

N  площини 2 . 

 

Координати вектора 1s  нам відомі: )1;0;4();;(1  pnms , а коефі-

цієнти при змінних x  y  z  у загальному рівнянні площини 2  дають коор-

динати вектора 
2

N : )0;2;1();;(
2

 CBAN . Отже, залишилося про-

вести обчислення за наведеною формулою: 

 

27254339,0arcsin
85

4
arcsin

104021

100241
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222222



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 

. 

 

Відповідь: 

1) 01282:1  zyx ; 

2) 072:2  yx ; 

3) 02182:3  zyx ; 

4) 08,1d ; 

5) 
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1
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7) 
8
4

1

5

2
3

:3 








 zyx
l ; 

8) 26,71 d ; 

9) 





 

23
68

;
23

118
;

23
75

T ; 

10) 27254339,0arcsin  
. 



98 

3. Зміст задач контрольної роботи 
 

Задача 1. Задано матриці BA,  і C . Виконати дії над ними. 

 

1.0. Знайти 
TAВС )3( 2 , якщо: 

 

 









































131

702

142

,

300

010

002

,324 СВA . 

 

1.1. Знайти 
23BAСT  , якщо: 

 





































231

124
,

34

01
,

401

312
CBA . 

 

1.2. Знайти 
TCBA 22  , якщо: 

 










































3

1

6

1

0

2

,
531

204
,

21

31
CВA . 

 

1.3. Знайти 
TCBA 5)( 2  , якщо: 

 













































20

11
,

1

1

01

35
,

1

2

1

0

4

3

СВA . 

 

1.4. Знайти CАВ T )( 54  , якщо: 

 

















































2

3

3

,
1

10

22

05
,

1

2

0

3

4

9

СВA . 
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1.5. Знайти 
TAВС )( 22  , якщо: 

 

 







































300

060

007

,

051

143

102

,321 СВA . 

 

1.6. Знайти 
TAВС 22  , якщо: 

 








 






















01

25
,

1

2

12

60
,

5

4

30

21
СВA . 

 

1.7. Знайти ABCT 24  , якщо: 
 










































1

5

2

4

0

3

,
02

13
,

3

5

12

02
CВA . 

 

1.8. Знайти 
2)(2 BACT  , якщо: 

 








 
































311

19
,

1

2

12

05
,

6

2

0

0

4

1

СВA . 

 

1.9. Знайти CВA T )( 23  , якщо: 

 




















































1

5

9

,

3

0

6

3

2

1

,
0

1

12

74
СВA . 

 

Задача 2. Розв'язати матричні рівняння BAX   та CYA , якщо: 

2.0.   71,
4

5
,

1

3

2

4






















 CBA . 

2.1.   90,
5

2
,

1

4

6

2




















 CBA . 
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2.2.   45,
2

1
,

3

2

5

0






















 CBA . 

2.3.   12,
3

7
,

0

2

3

1


















 CBA . 

2.4.   28,
1

1
,

1

3

2

3

















 


 CBA . 

2.5.   92,
4

3
,

5

0

1

4






















 CBA . 

2.6.   13,
11

8
,

3

1

5

0




















 CBA . 

2.7.   74,
3

1
,

2

6

1

2

















 
 CBA . 

2.8.   51,
4

5
,

9

1

1

1


















 CBA . 

2.9.   102,
6

7
,

1

4

2

3






















 CBA . 

 

Задача 3. Обчислити визначники двома способами: а) за методом 

Саррюса та за теоремою Лапласа; б) розкладаючи за елементами рядка 

(стовпця). 
 

3.0. а) 

074

201

513

 ; б) 

4125

0201

3131

1023







. 

3.1. а) 

 1   1     13 

3   6  3  

2     7     0  



 ; б) 

6123

8050

2142

0311







. 

3.2. а) 

 0    9     5

2    8     4   

1    3  2   





; б) 

4121

1003

3110

0512







. 
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3.3. а) 

 4  1      0   

9     7   3   

 8      4     2







; б) 

2101

0250

4142

0137






. 

3.4. а) 

 0    2     4

1    7  5   

3    2   1   







; б) 

4123

0301

1122

5303




. 

3.5. а) 

 1     2  1   

7     0    3

5  2    4   







; б) 

3112

4051

2047

6311





. 

3.6. а) 

 0    6     4

3    5     2   

1    3  7   





; б) 

0121

8013

0142

1351







 

3.7. а) 

 4   1     0  

6     3   4  

 2      5     1







 б) 

2030

0451

3142

2116







. 

3.8. а) 

 12    3  5

7      0    2

1    3     4  







; б) 

0123

1250

0131

6411





. 

3.9. а) 

  1      4     2  

 2   7     1

3    0    6





; б) 

6151

1327

2102

0023







. 

 

Задача 4. Для заданих систем знайти: а) розв'язок трьома спосо-

бами (за формулами Крамера, методом оберненої матриці та методом 

Жордана – Гаусса); б) загальний, опорний та деякий частинний розв'язки. 
 

4.0. а) 















323 

652        

57

321

32

321

ххх

хх

ххх

; б) 















026

0            7 

02    

31

21

321

xx

xx

xxx

. 
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4.1. а) 















7           34 

7322 

1      

21

321

321

хх

ххх

ххх

; б) 















0372

0 5            

0  4 

321

31

321

хxx

xx

xxx

. 

4.2. а) 














3      

732   

3              3 

321

321

21

ххх

ххх

хх

; б) 















0           2   

0    3   

011   5 

21

321

321

xx

xxx

xxx

. 

4.3. а) 














73   

95            

7   2   

321

32

321

ххх

хх

ххх

; б) 















02  

03  2

0   3         

321

321

32

xxx

xxx

xx

. 

4.4. а) 














13            

62

9   4 

31

321

321

хх

ххх

ххх

; б) 















04            

0   5  

0532

31

321

321

xx

xxx

xxx

. 

4.5. а) 














64           

37  2 

4  3

32

321

321

хх

ххх

ххх

; б) 















0      

0   2          

02   5 

321

32

321

xxx

xx

xxx

. 

4.6. а) 














0      3

42           5

5   4  

321

31

321

ххх

хх

ххх

; б) 















0           3

085

0   2

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

4.7. а) 














6          2     

273     

4      5

21

321

321

хх

ххх

ххх

; б) 















 03   3

0              3

0524

321

21

321

xxx

xx

xxx

. 

4.8. а) 














0362 

32   

1   3          

321

321

32

ххх

ххх

хх

; б) 















04          

03

02 2 

32

321

321

xx

xxx

xxx

. 

4.9. а) 















32           5 

4      8 

3   9

31

321

321

хх

ххх

ххх

; б) 















0          2   

075

03      

21

321

321

xx

xxx

xxx

. 
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Задача 5. Дослідити системи на сумісність і у випадку сумісності 

знайти розв'язок. 

 

5.0. а) 


















3  5    2

0272 

3   2     

9         4

4321

4321

4321

4321

хxxx

xxxx

xхxx

xxxx

; б) 


















1273 

4332 

2   4   2

32        

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xхxx

. 

5.1. а) 


















115432

16695 

64      3

5   52  

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; б) 


















1542 

7           3   2

233    

069   4

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xхxx

xxxx

. 

5.2. а) 


















45   2 

545   2

12             

1   4     

4321

4321

432

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

; б) 


















9534  

2                

1243 

43      2

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xхxx

xxxx

. 

5.3. а) 


















914752

59  34 

14     3        

45  4     

4321

4321

432

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

; б) 


















3   2    

9         4

3   5   2

5272  

4321

4321

4321

4321

xхxx

xxxx

хxxx

xxxx

. 

5.4. а) 


















162   5

24   3

73              

1210  3

4321

4321

431

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

; б) 


















05     2 

9   5      2

344       

3713   4

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xхxx

xxxx

. 

5.5. а) 


















1542 

1169   4

7           3   2

233     

4321

4321

321

4321

xxxx

xxxx

xxx

xхxx

; б) 


















337  2 

658  3 

3          11   2

13  4     

4321

4321

321

4321

хxxx

xхxx

xxx

xxxx

. 

5.6. а) 


















43      2

9534 

2                

5243  

4321

4321

432

4321

xxxx

xxxx

xxx

xхxx

; б) 


















45   2 

12             

1   4    

345   2

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx
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5.7. а) 


















3   4   2

1273 

4332 

32        

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xхxx

; б) 


















12  5 

1210   3

24  3 

73                

4321

4321

4321

431

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

. 

5.8. а) 


















9   5     2

3713   4

125    2 

344       

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xхxx

; б) 


















59  34 

14    3          

45  4    

114752

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

. 

5.9. а) 


















337  2 

3          11   2

658  3 

634       

4321

321

4321

4321

хxxx

xxx

xхxx

xxxx

; б) 


















115432

1695 

5   52 

64      3

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 

 

Задача 6. Задано координати точок );;( 111 zyxA , );;( 222 zyxB , 

);;( 333 zyxC , .);;( 444 zyxD  Необхідно: 1) довести, що точки CBA ,,  

утворюють трикутник, а на CBA ,,  і D  можна побудувати піраміду; 

2) обчислити довжини сторін та кути трикутника ABC ; 3) знайти площу 

трикутника ABC ; 4) знайти об'єм піраміди ABCD  та висоту, опущену  

з вершини D  на основу ABC . 

 

6.0. (5; 2; 0), (2; 5; 0), (1; 2; 4), ( 1;1;1)A B C D  . 
 

6.1. (1; 3; 0), (1; 1; 2), (0;1; 1), ( 3; 0;1)A B C D   . 
 

6.2. (1; 0; 2), (1; 2; 1), (2; 2;1), (2;1; 0)A B C D  . 
 

6.3. (1; 2; 3), (1; 0;1), ( 2; 1; 6), (0; 5; 4)A B C D     . 
 

6.4. (3;10; 1), ( 2; 3; 5), ( 6; 0; 3), (1; 1; 2)A B C D      . 
 

6.5. ( 1; 2; 4), ( 1; 2; 4), (3; 0; 1), (7; 3;1)A B C D      . 
 

6.6. (0; 3;1), ( 4;1; 2), (2; 1; 5), (3;1; 4)A B C D    . 
 

6.7. (1; 3; 0), (4; 1; 2), (3; 0;1), ( 4; 3; 5)A B C D  . 
 

6.8. ( 2; 1; 1), (0; 3; 2), (3;1; 4), ( 4; 7; 3)A B C D     . 
 

6.9. (2; 4; 3), (5; 6; 0), ( 1; 3; 3), ( 5; 2; 8)A B C D      . 
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Задача 7. Вектори ),,( zyx aaaa 


, ),,( zyx bbbb 


, ),,( zyx cccc 


 

подані у координатній формі. Знайти: 1) напрямні косинуси вектора p


; 

2) проекцію вектора q


 на вектор r


; 3) скалярний і векторний добутки век-

торів p


 і q


; 4) значення параметра m , для якого вектори imr


  та q


 

ортогональні, якщо: 

 

7.0.  )4,2,2( a


, )1,0,5( b


, )1,3,2(c


; 

bap



2

1
, caq 2


, cbr


 2 . 

7.1. )4,6,2( a


, )3,1,1(b


, )2,0,3( c


; 

bap


42  , caq



2
1

, cbr


23  . 

7.2. )4,3,1(a


, )6,4,2( b


, )2,1,5(c


; 

bap


 2 , caq


23  , cbr



2
1

. 

7.3. )0,2,2( a


, )1,3,4(b


, )2,5,0( c


; 

cap



2
1

, baq


23  , car


 2 . 

7.4. )2,3,4(a


, )5,1,2(b


, )2,0,4( c


; 

bap


32  , cbq


2
1

 , car


2 . 

7.5. )1,3,3( a


, )2,4,2( b


, )1,5,0(c


; 

bap


3 , caq


 , cbr


2
2
1

 . 

7.6. )0,5,5( a


, )2,1,1( b


, )0,3,4( c


; 

bap


2
5
1

 , cbq


 3 , car


2 . 

7.7. )4,0,1(a


, )9,6,3( b


, )0,3,2(c


; 

bap


3
1

3  , caq


 2 , cbr


3 . 

7.8. )1,2,3( a


, )2,0,1( b


, )0,4,4(c


; 

bap


23  , caq


 2 , cbr


4
1

 . 
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7.9. )0,1,2(a


, )3,3,2( b


, )4,4,0( c


; 

cap


2
1

 , baq


35  , car


2 . 

 

Задача 8. Переконатися, що вектори 1a , 2a , 3a  утворюють базис 

в R
3
 і знайти розклад вектора 4a  за цим базисом. 

8.0. )1,2,3(1 a , )2,1,1(2 a , )3,1,2(3 a , )5,6,11(4 a . 
 

8.1. )0,1,2(1 a , )2,1,1(2 a , )1,2,2(3 a , )7,7,3(4 a . 
 

8.2. )1,1,3(1 a , )3,4,2(2 a , )1,2,5(3 a , )2,0,7(4 a . 
 

8.3. )2,1,1(1 a , )4,5,3(2 a , )7,2,0(3 a , )15,5,5(4 a . 
 

8.4. )1,2,4(1 a , )3,2,0(2 a , )1,1,2(3 a , )0,8,24(4 a . 
 

8.5. )3,2,1(1 a , )7,4,1(2 a , )5,9,8(3 a , )10,1,13(4 a . 
 

8.6. )3,2,2(1 a , )1,5,4(2 a , )1,2,8(3 a , )12,3,18(4 a . 
 

8.7. )1,2,1(1 a , )1,2,0(2 a , )1,0,3(3 a , )1,1,0(4 a . 
 

8.8. )1,1,2(1 a , )2,1,0(2 a , )1,0,1(3 a , )3,1,0(4 a . 
 

8.9. )1,0,2(1 a , )2,1,0(2 a , )1,1,2(3 a , )3,1,0(4 a . 

 

Задача 9. Трикутник 321 AAA  задано координатами його вершин: 

);( 111 yxA , );( 222 yxA , );( 333 yxA . Знайти: 1) рівняння сторони 21AA ; 

2) рівняння і довжину висоти, проведеної з вершини 1A ; 3) рівняння і дов-

жину медіани, проведеної з вершини 2A ; 4) рівняння і довжину бісектриси, 

проведеної з вершини 3A ; 5) кут між проведеними висотою і медіаною;  

6) рівняння прямої l , яка проходить через точку 1A  паралельно протилеж-

ній стороні трикутника; 7) координати точки P , симетричної точці 3A  від-

носно сторони 21AA . Зробити рисунок. 

9.0. )3;2(1 A , )7;2(2A , )1;6(3 A . 
 

9.1. )1;5(1 A , )3;6(2A , )3;1(3 A . 
 

9.2. )3;3(1 A , )1;4(2 A , )5;1(3 A . 
 

9.3. )5;3(1A , )2;2(2 A , )4;2(3 A . 
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9.4. )5;3(1A , )2;3(2 A , )4;5(3 A . 
 

9.5. )4;2(1 A , )6;5(2A , )4;3(3 A . 
 

9.6. )7;7(1 A , )2;1(2A , )4;5(3 A . 
 

9.7. )4;3(1 A , )5;4(2A , )3;8(3 A . 
 

9.8. )3;4(1A , )2;3(2 A , )6;2(3 A . 
 

9.9. )4;2(1 A , )6;5(2A , )4;3(3 A . 

 

Задача 10. Скласти рівняння відповідної кривої другого порядку  

та побудувати її. 

10.0. Скласти рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі абсцис 

симетрично відносно початку координат, велика піввісь дорівнює 10, 

а ексцентриситет – 8,0 . 

10.1. Скласти рівняння параболи з фокусом у точці )0;2(F  і дире-

ктрисою 02 x . 

10.2. Скласти рівняння гіперболи з фокусами у точках )0;3(1 F  

і )0;3(2F , якщо її ексцентриситет дорівнює 5,1 . 

10.3. Скласти рівняння параболи з фокусом у точці )0;5(F  і верши-

ною у початку координат. 

10.4. Скласти рівняння гіперболи з фокусами у точках )0;10(1 F  

і )0;10(2F , якщо рівняння її асимптот: xy
3
4

 . 

10.5. Скласти рівняння еліпса з фокусами у точках )12;0(1 F  

і )12;0(2F , якщо його ексцентриситет дорівнює 1312 . 

10.6. Скласти рівняння параболи з фокусом у точці )4;0(F  і дирек-

трисою з рівнянням 04 y . 

10.7. Скласти рівняння гіперболи з фокусами у точках )5;0(1 F  

і )5;0(2F , якщо її ексцентриситет дорівнює 35 . 

10.8. Скласти рівняння параболи з фокусом у точці )0;6(F  і вер-

шиною у початку координат. 

10.9. Скласти рівняння еліпса з фокусами у точках )3;0(1 F  

і )3;0(2F , якщо його мала піввісь дорівнює 4. 
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Задача 11. Визначити тип кривої другого порядку, звести її рівнян-

ня до канонічного вигляду, побудувати криву та вказати: для кола – ко-

ординати центра і радіус; для еліпса – велику та малу півосі, координати 

фокусів, ексцентриситет; для гіперболи – дійсну та уявну півосі, коорди-

нати фокусів, ексцентриситет, рівняння асимптот; для параболи – коор-

динати вершини і фокуса, величину параметра, рівняння директриси. 

 

11.0. а) 324369 22  yx ;    б) 036482  yxy . 

11.1. а) 100425 22  yx ;    б) 0561150642516 22  yxyx . 

11.2. а) )1(22  yx ;     б) 033620024254 22  yxyx . 

11.3. а) 4002516 22  yx ;   б) 027241644 22  yxyx . 

11.4. а) 144169 22  yx ;    б) 029462  yxx . 

11.5. а)  132  xy ;     б) 0245901694 22  yxyx . 

11.6. а) 196494 22  yx ;    б) 019312854169 22  yxyx . 

11.7. а)  352  yx ;    б) 01645036259 22  yxyx . 

11.8. а) 3694 22  yx ;    б) 01199216503625 22  yxyx . 

11.9. а) 225925 22  yx ;    б) 03924633 22  yxyx . 

 

Задача 12. Задано координати точок );;( 111 zyxA , );;( 222 zyxB , 

);;( 333 zyxC , .);;( 444 zyxD  (див. задачу 6). Знайти: 1) рівняння площини 

1 , що проходить через точки A , B , C ; 2) рівняння площини 2 , що про-

ходить через точку D  перпендикулярно вектору AC ; 3) рівняння площи-

ни 3 , що проходить через точку D  паралельно площині 1 ; 4) відстань 

від точки D  до площини 1 ; 5) рівняння прямої 1l , що проходить через 

точки A  і B ; 6) параметричні рівняння прямої 2l , що проходить через 

точку D  паралельно прямій 1l ; 7) рівняння прямої 3l , що проходить через 

точку D  перпендикулярно площині 1 ; 8) відстань від точки D  до прямої 1l ; 

9) точку перетину прямої 3l  і площини 1 ; 10) кут між прямою 1l  і площи-

ною 2 . 
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