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КОМБІНОВАНИЙ МЕТОД 
ДЛЯ РОЗВ'ЯЗАННЯ ВИРОДЖЕНИХ ЗАДАЧ БЕЗУМОВНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ 

Представлено метод другого порядку для розв'язання вироджених задач безумовної оптимізації, який є 
комбінацією двох методів: методу Ньютона та градієнтного методу. На кожній ітерації весь простір 
представляється як декартовий добуток двох підпросторів: ядра матриці Гессе та ортогонального допов-
нення до нього. На ядрі матриці Гессе працює градієнтний метод, а на ортогональному доповненні до ньо-
го  – метод Ньютона. При цьому застосовується параметр регуляризації чисельного методу для розділення 
простору на два ортогональних підпростори. Розглядається також квазі-ньютонівський варіант предста-
вленого методу. Ефективність квазі-ньютонівського варіанту метода підтверджується чисельними експе-
риментами, які були проведені на загальноприйнятих тестових функціях для задач безумовної оптимізації. 

Ключові слова: безумовна оптимізація, вироджена точка мінімуму, модифікований метод Ньютона, 
спектральний розклад матриці. 

Вступ 

Хоча це вже й дуже стара тематика, але безумо-
вна оптимізація є областю, що завжди актуальна для 
багатьох вчених. Результати безумовної оптимізації 
застосовуються в різних галузях науки, а також в 
цілому на практиці [1–2]. 

Однак при розв'язанні практичних задач точка 
екстремуму обраного критерію оптимальності нері-
дко виявляється виродженою, що значно ускладнює 
її пошук.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Ві-
домі чисельні методи розв'язання загальної задачі 
безумовної оптимізації, до другого порядку включ-
но, мають дуже низьку швидкість збіжності в разі 
розв'язання вироджених задач [3]. Це пояснюється 
тим, що для істотного підвищення швидкості збіж-
ності в цьому випадку необхідно використання в 
методі похідних більш високого порядку, ніж другий 
[3–4]. Однак використання похідних 3-го і, тим 
більш, 4-го порядку робить чисельний метод дуже 
трудомістким. 

Незважаючи на те, що були розроблені досить 
ефективні ньютонівські та квазі-ньютонівські мето-
ди безумовної оптимізації [5], інтерес до них не зга-
сає й досі [6–15]. При цьому в разі розв'язання виро-
джених задач безумовної оптимізації застосовується 
підхід, пов'язаний з регуляризацією чисельних ме-
тодів [6–7]. 

Метою даної статті є розробка чисельного ме-
тоду другого порядку для розв’язання вироджених 
задач безумовної оптимізації, ідея якого (на відміну 
від регуляризації) полягає в поділі всього простору 
на два ортогональних підпростори. Поділ простору 
засновано на спектральному розкладанні гессіану. 
На кожному підпросторі є своя поведінка цільової 

функції, і тому застосовується відповідний метод 
мінімізації.  

Виклад основного матеріалу 

Комбінований метод другого порядку 

Розглядається вироджена задача безумовної 
оптимізації: 

 min ,  nf x xR , (1) 

де  f x

n

– двічі диференційована функція, є

*x R  – локальна точка мінімуму функції  f x , 

матриця Гессе  *f x  вироджена.

Комбінований метод другого порядку для роз-
в'язання задачі (1) будує ітераційну послідовність 
наближень точки минімуму за формулою 

1
1 1 2 2,     0,1 , 2, ,    k k k k

k kx x u u k 
0

 , (2) 

де x  – початкове наближення точки минімуму, 

 – ортогональні вектори, 1 ,  k
2
ku 1 0ku  , 2 0k  – 

шагові множники вздовж, відповідно, напрямків 

. Ортогональні вектори  визначаються

наступним чином. 
1 ,  k

2
ku 1 2,  k ku uu

На кожній k-й ітерації обчислюється вектор 

   'k kg f x  та матриця   k
'' kH f x . Так як мат-

риця kH  є симетричною, то відповідно до спектра-

льного розкладання представляється у вигляді 

Λ T
k k k kH Q Q , (3) 

де  – ортогональна матриця, kQ  Λ k
k idiag  , а

 – власні значення матриці   1, ,i i   nk
kH , що
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впорядковані по спадаючій за абсолютною величи-
ною. 

Представимо тепер діагональну матрицю  в 

блочному вигляді  

Λk

1

2

Λ 0
Λ ,

0 Λ

k
k

k

 
 
  

де , 1  k
k iΛ diag     1, ,    k

i ki r ,  kr n , 

 – параметр регуляризації чисельного методу, 0

 2
k

k idiag

 

Λ  ,     1, ,i ki r n    

1 kQ

k



. Тоді мат-

рицю  також запишемо у блочному вигляді 

, де  – блок розмірності 

kQ

1 2 k k kQ Q Q  kn r , 

а  – блок розмірності . 2k Q ( )kn r n 

Тепер матрицю kH  у зв'язку з (3) можна пред-

ставити наступним чином: 

1 1
1 2

2 2

Λ 0
  

0 Λ

T
k k

k k k T
k k

Q
H Q Q

Q

   
            

1 1 1 2 2 2Λ  Λ  T T
k k k k k k k kQ Q Q Q H E     , 

де 1 1Λ T
k k k 1kH Q Q , 2 2 2 Λ    T

k k k k k kE Q Q H H  . 

Далі будуємо ортогональні проектори: 

,  (I – одинична 

матриця) на підпростір  

та ортогональне доповнення до нього, відповідно. 
Відмітимо, що з ортогональності матриці  ви-

пливає, що . 

1 1 T
k k kP I Q Q 

 P Q

 1 1  T
k k k kP I P Q Q   

n
kKerH x R 

2 2
T

k k kQ

  |  0kH x 

kQ



Тепер функція  f x  в околиці точки kx  на-

ближається функцією 

       1 2 1, ,k k
k k kf x f u u f x P g u   

     2 2
2 1

1 1
,

2 2
k

k k kP g u H u E u          2



, 

яка виходить з розкладу в ряд Тейлора до другого 

порядку, з урахуванням того, що: 1 2
kx x u u  

2 0kH u

, 

, ,  1
k

ku P x x   2
k

ku P x x   , 

. 1 0kE u 

Тоді вектори  визначаються як точка мі-

німуму функції 

1 ,  ku u

 1 ,  k

2
k

2
k f u u , тобто з системи рівнянь:

 1 2
1

1

,
0;k k

k k
f u u

P g H u
u


  

   (4) 

 1 2
2

2

,
0.k k

k k
f u u

P g E u
u


  

         (5) 

З рівняння (4) знаходимо: 

Тут 

1
k

k ku H P    . g

kH 
  – псевдообернена матриця до матриці

kH   (в загальному випадку, тобто при , вона 

вироджена), тому з (3) и ортогональності матриці 
випливає, що 

kr n

1
1 1

T T
k k

kQ

1
1 11 1) Λ ( )  Λk kk (k kH Q Q Q    Q . Таким чи-

ном, отримуємо, що 
1

1 1 1Λ .k k T
k k k k k kH P g Q Q P g     1

ku         (6) 

Визначимо тепер вектор  з рівняння (5). Так 

як всі діагональні елементи матриці  по абсо-

лютній величині менше ніж параметр регуляризації 

2u

2Λk

 , то замінимо їх на  , тобто замінимо матрицю 

 на матрицю 2 2Λk kE Q 2
T

k Qk 2 2
T

k k  kQ Q P  . Тоді 

з рівняння (5) маємо 
1

2 . k k
ku P g        (7) 

Відмітимо, що описаний метод (2; 6–7) розв'я-
зання виродженої задачі (1) є комбінацією двох ме-
тодів: методу Ньютона та градієнтного методу. На 

кожній k-й ітерації весь простір  представляється 
як декартовий добуток двох підпросторів: 

nR

kKerH   

(ядро матриці   k
'' kH f x ) та ортогонального до-

повнення до нього. На підпросторі kKerH   працює 

градієнтний метод, а на ортогональному доповненні 
до нього – метод Ньютона. При цьому параметр ре-
гуляризації чисельного методу  є деяким критері-
єм, за яким виконується разподіл простору на два 
ортогональні підпростори. Також, у зв'язку з цим, 
виникає проблема визначення двох крокових множ-
ників: 



1k  та 2k  з (2), вдовж, відповідно, напрям-

ків  и , тобто в різних ортогональних підпрос-

торах. 
1
ku 2

ku

Як показали результати чисельних експеримен-
тів, найбільш ефективним алгоритмом визначення 
крокових множників 1 0k , 2 0k  виявився ал-

горитм, аналогічний методу Гука-Дживса. 
У даній статті не проводиться теоретичне до-

слідження швидкості збіжності методу (2–6; 7) в 
разі розв'язання виродженої задачі (1). Однак, так як 
цей метод є комбінацією двох методів: методу Нью-
тона і градиєнтного методу, то його швидкість збіж-
ності буде не гірше, ніж швидкість збіжності градіє-
нтного методу, поведінка якого в цьому випадку 
досліджувалась в роботі [16]. 

Так як обчислення матриці  ''  k
kH f x  є до-

сить трудомісткою процедурою, то є сенс розгляда-
ти і квази-ньютонівський варіант методу (2–6; 7), 
що застосовує формулу Broyden–Fletcher–Goldfarb–
Shanno (BFGS) [5]. 
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Результати чисельних експериментів 

Метод (2–6; 7), а також його квази-
ньютонівський варіант, розв'язання виродженої за-
дачі (1) були реалізовані в середовищі математично-
го пакету R. Для стійкості методу до розходження 

від'ємні діагональні елементи k
i  матриці  в (3) 

замінювались на 

Λk

k
i . Параметр регуляризації чисе-

льного методу  брався рівним   510 m k
i






1,.,
ax

i n
 , 

тобто вважалось, що матриця kH  близька до виро-

дженої, якщо її число обумовленості  cond kH  бі-

льше, ніж 510 ідні ' k. Пох k g f x  та  '' k kH f x

сь чисельно за симетричними форму-обчислюв
лами: 

али

     | |

2
i i

i i
,i if x x h f

x h

  x x


hf x



       2

2 2

|
,i i

i

| 2i if

i

x x f

x





h f x   x x h

h

f x
   (8) 

         2 | , | , | ,

4

i i j j i i j j i i j j

i j i j

| ,i i j jf x x h x h f x x h x h f x x h x hf x

x x h h

       


 

f x x h x h  

з кроком . 610h 
Методи були протестовані на наступних тесто-

вих функціях для задач безумовної оптимізації [17]. 
1. Extended Rosenbrock function: 

, початко-

ве наближення – , точка 

мінімуму – , значення цільової фун-

кції в точці мінімуму – , 

   2 2 1 2 1
1

100 1i i i
i

f x x x x 


    
 



 0 1.2,1 ,  ,  1.2,1 
T

x    

 * 1,1 ,  ,1 
T

x  

*( ) 0f x 

 
/2 2 22

n  

 ( ) n'' *rank f x  ,

. '' *cond ( ) 2508.01f x 
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2. Extended White & Holst function:

, початко-

ве наближення – , точка

мінімуму – , значення цільової фун-

кції в точці мінімуму – , 

   2 2 1 2 1
1

100 1i i i
i

f x x x x 


   




 0 1.2,1 ,  ,  1.2,1 
T

x    

 * 1,1 ,  ,1 
T

x  

*( ) 0f x 

 
/2 2 23

n  



 ( ) n'' *rank f x  ,

. '' *cond ( ) 10018.01f x 

3. Extended Wood function:

 

   

   

    
  

2 22
4 3 4 2 4 3

2 22/4
4 1 4 4 1

1 2 2
4 2 4

4 2 4

100 1

90 1

10.1 1 1

19.8 1 1

i i i

n
i i i

i
i i

i i

x x x

x x x
f x

x x

x x

  

 






 
   

 
      

     
 
    



 0 3,  1,  3,  1, ,  3,  1,  3,  1
T

x          

 * 1,1 ,  ,1 
T

x  




, по-

чаткове наближення – 

, точка 

мінімуму – , значення цільової фун-

кції в точці мінімума – , *( ) 0f x   ( ) rank f x n'' *  ,

 ( ) 1397.95cond f x 

 
/4

4 3

1
4 2

10n

i

x x
f x

x x

'' * 7 

 
 

4 2

4 1

5

2 1

i i

i i

 

 

. 

4. Extended Powell function:

 
 

2 2
4 1 4

4 4
4 3 40

i i

i i

x x

x x





 
      

    


*( ) 0f x



0 3,  1,  0,1 ,  ,  3,  x   

* 0,  0,  0,  0,  ,  0,  0,  x  

, 

початкове наближення – 

, точка мінімуму – 

, значення цільової фун-

кції в точці мінімуму – 

 1,  0,1 
T

0,  0
T

 , 

 '' *( ) / 2rank f x n

 
/2

2 1
1

2 1

13

29

n

i

f x x

x x






  

   

. 

5. Extended Freudenstein & Roth function:

 

 

2

2 2

((5

1 14

i i

i i i

x x

x

 

   

2
2 2

2
2

2) )

,

i i

i

x

x

 
по-

чаткове наближення – , 

точка мінімуму – x* = (11.4127790, -0.8968053, …, 
11.4127790, -0.8968053), значення цільової функції в 

точці мінімума – 

  2,  ,  0.5,  2
T   

7.96851  4;

93.9055     12,

  if n

if n




0   0.5,x

* 9
( )

2
f x


 


 '' *( ) rank f x n  '' * ( ) 1f x cond 102.78, .

6. Extended Tridiagonal 1 function:

, почат-

кове наближення – , точка мініму-

му – , значення цільової функції в 

точці мінімума – 

     
/2

2 4
2 1 2 2 1 2

1

3 1
n

i i i i
i

f x x x x x 


     

 0 2,  2,  ,  2
T

x  

 * 1,  2,  ,1,  2
T

x  

*( ) 0f x  , . '' *( ) /rank f x n 2
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7. FLETCHCR function (CUTE): 

, початкове набли-

ження – , точка мінімуму не стро-

га, значення цільової функції в точці мінімума – 

,  

   
1 22

n

1
1

100 1i i i
i

f x x x x


   

 0 0,  0,   ,  0
T

x  

*( ) 0f x   '' * ( ) 1rank f x n  .

8. My 1 function:

     1 2
3

1000 1000 0.001 i
i

f x x x x i


    

0 100, , ,x   100    

*  

22 4
n

, по-

чаткове наближення – , 

точка мінімуму – 

0 T10

x = (1000, 0, 3, 4, …, n), значення 

цільової функції в точці мінімуму – *f x( ) 0 , 

. '' *( ) 1rank f x n 

9. My 2 function:   1 1 2 2
3

 i
i

f x x x x x x


   2 2 4
n

2 ,

початкове наближення – 0x  = (10, 14, 10, …, 10), 

точка мінімуму – *  x = (0, 0, …, 0, 0), значення ці-

льової функції в точці мінімуму – *( ) 0f x  , 

. '' *( )rank f x n 1

10. Mean-square approximation by 
polynomials: 

, 

, початкове наближення – 

     
101

1 1*

1 1 1

0.01 1 0.01 1
n n

i i
i i

j i i

f x x j x j 

  

 
    

  
  

5n  0

2

x  = (2, 2, 2, 2, 2), 

точка мінімуму – *  x = (1, 1, 1, 1, 1), значення цільо-

вої функції в точці мінімуму – *( ) 0f x  , 

. '' * ( ) 1rank f x n 

Функції 4, 6–10 характерні тим, що матриця 

Гессе  вироджена в точці мінімуму, у інших 

функцій матриця Гессе погано обумовлена. Чисельні 
експерименти для функцій 1–9 проводились для роз-
мірності . 

 *f x

4n 



Порівняння проводилось з процедурами optim 
(метод 'L-BFGS-B') і nlm математичного пакету R 
3.6.0 та процедурою optim (метод 'Quasi-Newton 
with BFGS') математичного пакету Scilab 6.0.2. Об-
числення проводились з максимально можливою 
точністю. Результати чисельних експериментів на-
ведені в табл. 1–2, де: 

Funct – номер тестуємої функції; 
n – розмірність задачі; 
n-r – ранг виродження гессіану в точці мінімуму; 

Dx – евклідова норма *x x , де x  – отримане 
процедурою оптимізації наближення розв'язку зада-
чі; 

Df – *)( ) (f x f x ; 

Nitr – виконана кількість ітерацій; 
Nf – виконана кількість обчислень цільової фу-

нкції; 
Ngr – виконана кількість обчислень градієнта 

цільової функції; 

NormGr – евклідова норма  ' f x ; 

сode, message та exitflag – код закінчення обчи-
слень, що повернула процедура оптимізації; 

ACM-Z – описаний вище метод (2–6; 7) розв'яз-
ку задачі (1);  

ACKNM-Z – квазі-ньютонівський варіант опи-
саного вище методу (2–6; 7)  розв'язку задачі (1).  

В процедурах ACM21-Z і ACKNM21-Z пара-
метр Nf враховує кількість обчислень цільової функ-
ції, що були витрачені на чисельне обчислення гес-
сіана за формулою (8). 

В процедурах ACM21-Z і ACKNM21-Z код за-
кінчення обчислень code приймає значення: 

0 – досягнута задана точність по градієнту (за-

давалося  2010 ); 
1 – досягнута задана точність по аргументу (за-

давалося  1010 ); 
2 – досягнута задана точність по функції 

(задавалося  4010 ). 
В процедурі optim (пакет R) код закінчення об-

числень message приймає значення: 
1 – "ERROR: ABNORMAL TERMINATION IN 

LNSRCH"; 

2 – "CONVERGENCE: 
REL_REDUCTION_OF_F <= FACTR*EPSMCH"; 

3 – "NEW_X". 
В процедурі nlm код закінчення обчислень code 

приймає значення: 
1 – "relative gradient is close to zero, current"; 
2 – "iterate is probably solution"; 
3 – "last global step failed to locate a point". 
В процедурі optim (пакет Scilab) код закінчення 

обчислень err приймає значення: 
1 – "Norm of projected gradient lower than..."; 
5 – "Optim stops: maximum number of iterations 

is reached"; 
9 – "End of optimization, successful completion". 
В табл. 1 подано результати обчислень на тес-

тових функціях 1–10 для процедур optim і nlm ма-
тематичного пакету R, а в табл. 2 – результати обчи-
слень для процедури optim пакету Scilab та проце-
дури ACKNM21-Z. Не дивлячись на те, що проце-
дура optim в цілому дає більш кращий результат, 
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ніж процедура nlm (див. табл. 1), але вони обидві 
програють як процедурі ACKNM21-Z, так і проце-
дурі optim математичного пакета Scilab, як по точ-
ності розв'язання, так и по кількості обчислень ці-
льової функції (див. табл. 2). 

Якщо порівнювати процедуру ACKNM21-Z з 
процедурою optim математичного пакета Scilab 
(див. табл. 2), то можна сказати, що процедура 
ACKNM21-Z дозволяє для більшості функцій знай-

ти розв'язок задачі з значно більшою точністю, як по 
аргументу, так і по функції. При цьому, в тих випад-
ках, де кількість обчислень цільової функції, що 
знадобилась процедурі ACKNM-Z, більша в порів-
нянні з процедурою optim пакета Scilab, то ці зайві 
обчислення пішли на уточнення розв'язку задачі, бо 
саме в околиці виродженої точки мінімуму швид-
кість збігання методів дуже низька. 

Таблиця 1 

Результати тестування процедур optim і nlm пакету R 

R  optim (L-BFGS-B) R  nlm 

F
un

ct
 

N n-r Dx Df Nitr Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nitr Nf Ngr NormGr Code

1 4 0 6,3E-04 8,0E-08 162 162 5,6E-04 2 6,3E-06 8,0E-12 32 9,3E-07 2

2 4 0 3,3E-03 1,1E-06 16474 16474 2,5E-03 3 2,7E-03 7,2E-07 31 1,3E-09 2

3 4 0 1,8E-05 1,1E-09 129 129 5,2E-04 2 1,3E-07 1,3E-13 33 2,5E-06 2

4 4 2 5,1E-05 6,7E-18 135 135 1,2E-10 1 8,7E-03 6,6E-09 42 7,2E-04 2

5 4 0 1,8E-05 1,7E-10 48 48 2,6E-04 1 1,9E-07 4,3E-14 17 2,2E-08 2

6 4 2 5,7E-11 2,0E-41 39 39 1,1E-15 2 3,7E-04 3,7E-14 30 4,7E-10 1

7 4 1 2,0E-10 51 51 5,3E-04 1 1,3E-13 12 7,8E-06 2

8 4 1 1,3E-08 3,7E-25 81 81 1,2E-12 2 6,5E-05 2,2E-20 81 1,3E-10 1

9 4 1 2,1E-05 1,5E-19 116 116 1,9E-12 2 5,8E-04 8,3E-13 56 7,7E-10 1

10 5 1 4,3E-13 2,0E-25 89 89 8,6E-12 2 4,3E-03 6,8E-09 19 2,4E-05 2

Таблиця 2 

Результати тестування процедури optim пакету Scilab і процедури ACKNM21-Z 

Scilab  optim (Quasi-Newton with BFGS) ACKNM21-Z 

F
un

ct
 

N n-r Dx Df Nitr Nf Ngr NormGr err Dx Df Nitr Nf Ngr NormGr Code

1 4 0 2,3E-08 1,1E-16 48 71 7,4E-11 9 9,1E-11 3,8E-21 37 158 38 5,8E-08 1

2 4 0 1,0E-07 1,6E-15 97 1774 1,3E-06 9 4,5E-10 6,7E-20 37 178 38 2,5E-07 1

3 4 0 5,5E-10 1,3E-18 74 122 3,5E-09 9 1,9E-12 2,0E-24 45 190 46 5,4E-08 1

4 4 2 5,1E-09 6,3E-34 87 113 2,5E-23 9 2,8E-09 6,9E-35 35 356 36 2,5E-17 1

5 4 0 5,9E-09 9,9E-14 19 115 1,5E-08 9 2,8E-08 8,5E-14 9 50 10 2,1E-07 2

6 4 2 1,6E-08 1,3E-31 49 179 4,4E-16 9 2,7E-13 1,7E-50 17 168 18 9,1E-22 0

7 4 1 6,2E-20 17 92 4,4E-09 9 2,2E-26 11 62 12 6,7E-08 1

8 4 1 8,1E-08 4,3E-32 91 196 4,4E-16 9 5,3E-12 8,0E-49 21 272 22 4,4E-16 1

9 4 1 1,1E-21 1,3E-84 213 229 3,3E-43 1 5,9E-11 2,2E-41 43 458 44 2,5E-20 1

10 5 1 3,7E-13 8,4E-29 29 86 1,8E-14 9 4,1E-14 5,4E-29 9 118 10 1,2E-14 1

Висновки 

Представлено комбінований метод другого по-
рядку для розв'язання вироджених задач безумовної 
оптимізації, заснований на ортогональному розкла-
данні гессіану та поділі всього простору на два ор-
тогональних підпростори.  

На одному підпросторі (ядрі матриці Гессе) 
працює градієнтний метод, а на ортогональному 
доповненні до нього – метод Ньютона. Було розгля-
нуто також квазі-ньютонівский варіант представле-

ного методу. Ефективність обох методів підтвер-
джується чисельними експериментами, які були 
проведені на загальноприйнятих тестових функціях 
для задач безумовної оптимізації. Потрібно відзна-
чити, що запропоновані методи дозволяють отрима-
ти досить точні розв'язки тестових завдань особливо 
у разі виродження точки мінімуму. Це дає сподіван-
ня на те, що і при розв'язанні практичних задач саме 
квази-ньютонівский варіант представленого методу 
буде дуже ефективним. 
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КОМБИНИРОВАННЫЙ МЕТОД ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВЫРОЖДЕННЫХ ЗАДАЧ БЕЗУСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

В.М. Задачин 

Представлен метод второго порядка для решения вырожденных задач безусловной оптимизации, который являе-
тся комбинацией двух методов: метода Ньютона и градиентного метода. На каждой итерации все пространство 
представляется как декартово произведение двух подпространств: ядра матрицы Гессе и ортогонального дополнения 
к нему. На ядре матрицы Гессе работает градиентный метод, а на ортогональном дополнении к нему – метод Нью-
тона. При этом применяется параметр регуляризации численного метода для разделения пространства на два орто-
гональных подпространства. Рассматривается также квази-ньютоновский вариант представленного метода. Эффе-
ктивность квази-ньютоновского варианта метода подтверждается численными экспериментами, которые были про-
ведены на общепринятых тестовых функциях для задач безусловной оптимизации. 

Ключевые слова: безусловная оптимизация, вырожденная точка минимума, модифицированный метод Ньютона, 
спектральное разложение матрицы. 

COMBINED METHOD FOR SOLVING DEGENERATE UNCONSTRAINED OPTIMIZATION PROBLEMS 

V. Zadachyn 

When solving the practical problems, the extremum point of the chosen optimality criterion is often degenerate that signifi-
cantly complicates the search. Known numerical methods for solving the general problem of unconditional optimization, up to 
and including the second order, have a very low convergence rate when solving the degenerate problems. This is because, in 
order to significantly increase the convergence rate in this case, it is necessary to use in the method the derivatives of higher 
order than the second one. However, the use of 3rd and 4th order derivatives makes the numerical method very time consuming. 
In most existing methods, the approach associated with the regularization of the numerical method is applied in solving the de-
generate problems. 

The article presents a second-order method for solving the degenerate unconditional optimization problems, which is a 
combination of two methods: the Newton’s method and the gradient method. At each iteration, all space is represented as a Car-
tesian product of two subspaces: the kernel of the Hessian matrix and the orthogonal complement to it. The gradient method 
works on the kernel of the Hessian matrix, and the Newton’s method works on the orthogonal complement to it. In this case, the 
regularization parameter of the numerical method is used to divide a space into two orthogonal subspaces. The quasi-Newton 
version of the presented method is also considered. The efficiency of the quasi-Newton version of the method is confirmed by 
numerical experiments which were conducted on conventional test functions for the problems of unconditional optimization. It 
gives hope that even when solving the practical problems it is the quasi-Newton version of the presented method that will be very 
effective. 

Keywords: unconditional optimization, degenerate minimum point, modified method Newton, spectral decomposition of 
matrix. 
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