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БАГАТОЕТАПНІ АЛГОРИТМИ РІШЕННЯ ЗАДАЧІ  ОПТИМІЗАЦІЇ 
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СЕРЕДОВИЩА 

 

Розглядається n - кількість вузлів мережі з довільною структурою; m- 

кількість незалежних фрагментів розподіленої бази даних (РБД); 
jK - j -тий вузол 
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мережі, n,1j  ; iF - i -тий фрагмент РБД, m,1i  ; iL -об’єм i -того фрагмента; 
jb - 

об’єм пам'яті вузла 
jK  призначеного для розміщення фрагментів; s - кількість 

класів запитів (наприклад, читання, додавання, оновлення, видалення записів 

БД); k

ij - інтенсивність запитів k - того класу  s,1k   до фрагмента iF  ініційованих 

у вузлі 
jK ; k

ij - обсяг запиту k -того класу  s,1k   до фрагмента iF , ініційованого 

у вузлі 
jK ;  k

ij - об'єм даних по запиту при виконанні запиту k -го класу  s,1k    

до фрагмента iF , що поступив у вузол 
jK  [1-2].  

Таким чином об'єм даних, що пересилаються, при виконанні запиту k -того 

класу до фрагмента iF , ініційованого у вузлі 
jK , визначається таким чином

  
ij

k

ij

k

ij x1 . При цьому  n,1j;m,1ix ij   визначається наступним чином: 






                                випадку   інакшому  в,0

 ;K вузліу  находиться F фрагмент якщо,1 j

ijx    (1) 

Оскільки інтенсивність k

ij   породжує об'єм даних   
ij

k

ij

k

ij

k

ij x1 , що 

потребують пересилки, то загальний об'єм даних, які необхідно переслати по 

каналам зв'язку між вузлами внаслідок функціонування розподіленої системи 

впродовж одиниці часу, визначається: 

  .x1S
m

1i

n

1j

s

1k

ij

k

ij

k

ij

k

ij
  

     (2) 

Якщо покласти, що 
  


m

1i

n

1j

s

1k

k

ij    то  цільова функція задачі 

оптимального розподілу фрагментів по вузлах ОМ буде мати вигляд: 

  .x1
1

V
m

1i

n

1j

s

1k

ij

k

ij

k

ij

k

ij
  




     (3) 

Очевидно, чим менше значення середнього об’єму даних V , що 

пересилаються в одиницю часу, тим вище швидкість обслуговування запитів в 

системі. 

Усі повідомлення, що поступають у вхідні черги вузлів, розподіляються на 

два типи: тип 1- повідомлення, складові запити, для обробки  яких необхідні 

фрагменти які не зберігаються в БД вузла, і відповіді на ці запити; тип 2 – 

повідомлення, що становлять запити, для обслуговування яких потрібні 
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фрагменти які зберігаються в БД відповідного вузла. При цьому вважатимемо, 

що запит типу 1, для свого обслуговування у віддалений вузол, перетворюється 

на запит типу 2. 

Оскільки кожен фрагмент  m,1iFi   повинен знаходитися в одному з вузлів 

ОС, тоді 





n

1j

ij .m,1i,1x      (4) 

Щоб наблизити модель до реальних систем, необхідно ввести коефіцієнт 

реплікації фрагментів RC . Цей параметр визначає кількість копій кожного 

фрагмента, розподілених по вузлах мережі. При цьому можливі два варіанти 

застосування цього коефіцієнта:  коефіцієнт реплікації фрагментів RC  визначає 

точну кількість копій кожного фрагмента (строга умова), тобто  .m,1i,RCx
n

1j

ij 


; коефіцієнт реплікації фрагментів, який  визначає максимальну кількість копій 

кожного фрагмента (нестрога умова), тобто  



n

1j

ij .m,1i,RCx  

Тоді обмеження по кількості реплік фрагментів виглядатиме таким чином:  

для строгої умови:  .m,1i,RCx1
n

1j

ij 


; для нестрогої умови:  



n

1j

ij .m,1i,RCx1  

Крім того, об’єм локальної БД кожного вузла  jK j 1,n  не повинен 

перевищувати об’єм пам’яті цього вузла, призначений для розміщення 

фрагментів. Тому 

m

i ij j
i 1

L x b , j 1,n.



       (5) 

Таким чином, завдання оптимального розподілу фрагментів по вузлах ОМ 

полягає в тому, щоб визначити значення змінних ijx , де  ijx 0;1  i 1,m; j 1,n  , які 

задовольняють умовам  і дають мінімум лінійної функції. Отримана математична 

модель є задачею цілочисельного лінійного програмування з булевими 

змінними. 

Розглянемо можливість побудови багатоетапних алгоритмів для 

багатовимірної задачі ЦЛП з БЗ.  Пропонується два таких алгоритми - А11 і А12. 

Перший алгоритм А11, як зображено на рис. 1, є двохетапним. 
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АЛГОРИТМ А11. На першому етапі швидкого пошуку допустимого рішення 

використовується алгоритм А4, заснований на стратегіях L1, L9, L10. Покроковий 

опис алгоритму  mA4  має наступний вигляд  [3-5]. 

КРОК 1. З вершини s будується множина шляхів ),1(,1 njmr

sj   першого рангу 

r, що задовольняє властивості, і визначаються в множині 1r

sjm  шляхи 

максимальної довжини 






 r

sj

*

  за вагою функціонала сj. Для кожної вершини j 

формуються калібрувальні вектори 
i
j

y


 і jz


: 

).1-n1,(j   ;y   ;0y    );j-n1,(k    ; 00)1(   i

i

n

i

j

i

kj

i

jk

i

jk byay               (6) 

 ).1-n1,(j  ;0ẑ  ;0ẑ  );j-n1,(k  ;ẑcˆ в

n0

в

j0

в

1)-j(kkj

в

jk  z                 (7) 

КРОК 2. Для кожного шляху   )nr,(j  , r

sj  поточного рангу r визначається за 

правилом К3  і співвідношення (6) значення вr̂ . Виключаються шляхи в множині 

r

sjm  поточного рангу r, довжини якої  r

spcd   задовольняють нерівності: 

    .   

               

max
ˆ

*

ˆ

j

r

spcr

sp

в

p

r

spc

c

d
zd

вr





























         (8) 

 

 

Рис. 1. Структура алгоритму А11 

  

Введення початкових даних  

{aij}, {bi}, {cj} 

Визначення  алгоритмом   

 

Пошук точного рішення алгоритмом  

 

Введення  

етап 1  

етап 2  
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КРОК 3. Формується множина шляхів )n1,r(p   ,1 rr

spm  наступного рангу, 

що задовольняє властивості, на базі множини шляхів r

sjm  попереднього рангу на 

основі рекурентного співвідношення  

  ),nr,(j   );n1,r(p
  ;  

),(max 1


j

r

sj

rr

sp

c

pj
     (9) 

У множинах 1rr

spm  виділяємо щонайдовші шляху 






  1* rr

sp . Якщо опиниться 

декілька шляхів максимальної довжини, то серед них вибирається шлях з 

меншим значенням довжини по вагах обмежень a1j. 

КРОК 4. Перевіряється, чи вся безліч шляхів наступного (r +1)-го рангу 

порожня. Якщо це так, то переходимо до кроку 5, якщо ні, то перевіряємо 

)1(nr  . У разі виконання рівності переходимо до кроку 5, інакше збільшуємо r 

на 1 і виконуємо крок 2. 

КРОК 5. Виділяємо в множині, шлях максимальної довжини і алгоритм mA4  

закінчує роботу. 

 

Алгоритмом mA4  буде знайдене допустиме рішення задачі 1x


 і значення 

функціонала, яке як параметр передається на другий етап алгоритму А11.  

Слід зазначити, що калібрувальні вектори, побудовані алгоритмом mA4  не 

змінюються, і використовуються на другому етапі алгоритму А8. Його 

покроковий опис зміниться із-за необхідності враховувати, що приведе до 

модифікації – алгоритму .8

mA   

КРОК 1. З вершини s будується множина шляхів ),1(,1 njmr

sj   першого рангу 

r, що задовольняє властивості, і визначаються в множині 1r

sjm  шляхи 

максимальної довжини 






 r

sj

*

  за вагою функціонала сj.  

КРОК 2. Для кожного шляху   )nr,(j  , r

sj  поточного рангу r визначається за 

правилом К3 і (6) значення вr̂ . Виключаються шляхи, довжини яких 
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задовольняють нерівності:  

      .   

               

f   ,max
ˆ

1

max

*

ˆ

j

r

spcr

sp

в

p

r

spc

c

d
zd

вr





























                               (10) 

КРОК 3. Формується множина шляхів )n1,r(p   ,1 rr

spm  наступного рангу, 

що задовольняє властивості, на базі множини шляхів r

sjm  попереднього рангу на 

основі принципу оптимізації за напрямком (11) з виділенням m-мірного 

коридору у вигляді підмножини 1∈ rr

sp

rk

sp mm  відповідно до стратегії L12 і 

відсіканням неперспективних векторів за правилом K4. Шлях в множині   1rr

spm

може бути сформований, якщо він задовольняє властивості. Якщо властивість   

не виконується, то шлях виключається з подальшого аналізу. У освічених 

множинах  rk

spm виділяємо щонайдовші шляхи 1* rr

sp : 

     ),nr,(j   );n1,r(p    ;),(1   pjLm r

sjw

rr

sp

r

sj

r

sj            (11) 

де ),( pjr

sj   – шлях з вершини s графа D у вершину p, що проходить через проміжну 

вершину j і який задовольняє правилам {Lw}, тобто який одержуємо за рахунок приєднання до 

шляху r

sj  ребра (j,p), якщо таке з'єднання не суперечить правилам {Lw}. Надалі для 

спрощення викладу, якщо шлях ),(1 pjr

sj

rr

sp    задовольняє правилам {Lw}, то будемо 

говорити, що він задовольняє й властивості . 

 

КРОК 4. Перевіряється, чи вся безліч шляхів наступного (r+1)-го рангу 

порожня. Якщо це так, то переходимо до кроку 5, якщо ні, то перевіряємо  r = (n-

1).  У  разі  виконання рівності переходимо до кроку 5, інакше збільшуємо r на 1 

і виконуємо крок 2. 

КРОК 5. Виділяємо в множині, шлях максимальної довжини і алгоритм m
8A  

закінчує роботу. 

 

АЛГОРИТМ А12. Щоб зменшити кількість оброблюваних векторів усередині 

m-мірного коридору, пропонується трьохетапний алгоритм А12  (рис. 1).  
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Перший етап відповідає виконанню алгоритму, внаслідок чого 

обчислюється допустиме рішення 1x


 і )( 1

1

max xff


 .  

На другому етапі використовується алгоритм, заснований на стратегіях L9, 

L11. Покроковий опис алгоритму mA5
 співпадає з описом алгоритму, за винятком 

кроку 3, що має наступний вигляд, зображений на рис.  2. 

 

КРОК 3. Формується множина шляхів )n1,r(p   ,1 rr

spm  наступного рангу, 

що задовольняє властивості, на базі множині шляхів r

sjm  попереднього рангу на 

основі принципу оптимізації за напрямком співвідношень (11) і (12): 

 
1.i    ),nr,(j   );n1,r(p  ;  

    

),(min 1




ij

r

sj

rr

sp

a

pj
                     (12) 

У освічених множинах rk

spm  виділяємо щонайдовші шляхи 1* rr

sp . Якщо 

 

1
maxf   

Ввід початкових даних 

{aij}, {bi}, {cj} 

Визаченя 1
maxf  

алгоритмом А4 

Пошук точного рішення 

алгоритмом m
8A  

Вивід  xf  ,x max


 

Рис.2 Структура алгоритма А12 

етап 1  

етап 3  

2
maxf   

Визначення 2
maxf  

алгоритмом m
5A  

етап 2  
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опиниться декілька шляхів максимальної довжини, то серед них вибирається 

шлях з найменшим значенням довжини за вагою обмежень. Якщо опиниться 

декілька шляхів з мінімальним значенням за i-м обмеженням, то вибирається той, 

у якого більше довжина за вагою функціонала.  

На третьому етапі, як зображено на рис. 2, виконується точний алгоритм, у 

якого перевірка нерівності (10) на кроці 2 замінена перевіркою наступної 

нерівності:  

    .   

               

f  ,f   ,max
ˆ

2

max

1

max

*

ˆ

j

r

spcr

sp

в

p

r

spc

c

d
zd

вr





























                        (13) 

Таким чином, багатоетапне рішення задачі забезпечує отримання швидкого 

допустимого рішення і гарантує точний результат за рахунок використання 

принципу оптимізації за напрямком і виділення m-мірного коридору.  
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