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РАСЧЁТНАЯ ОЦЕНКА СТЕПЕНИ СЛОЖНОСТИ СУБСОЛИДУСНОГО СТРОЕНИЯ 

ТРЕХКОМПОНЕНТНЫХ ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Исследование диаграмм состояния многокомпонентных физико-химических систем является наиболее наукоемкой задачей материаловеде-

ния. Без знаний о строении диаграмм состояния таких систем технологам невозможно прогнозировать фазовый состав материалов при их 

производстве и применении изделий из них, существенно усложняется проведение системного анализа результатов экспериментальных ис-

следований по оптимизации свойств разрабатываемых материалов. В технологии огнеупоров определяющей стадией производства является 

твердофазное спекание, что обусловливает особую значимость информации о субсолидусном строении диаграмм состояния физико-

химических систем, представленных набором компонентов в соответствии с планируемым фазовым составом материалов. Трехкомпонент-

ные системы, простыми компонентами которых являются тугоплавкие оксиды, составляют физико-химическую основу большинства огне-

упоров массового производства и их субсолидусное строение достаточно наглядно отображается в концентрационном треугольнике систе-

мы набором треугольников, вершинами которых являются точки составов соединений. Исследование посвящено установлению 

аналитической зависимости между количеством двойных и тройных соединений и числом всех возможных отрезков соединительных пря-

мых между точками составов соединений, а также точек пересечения коннод между собой. При проведении исследований применялись 

общие принципы системного анализа, логические методы и терминология физико-химического анализа многокомпонентных систем, а так-

же сведения по элементарной математике из разделов по числовым рядам, основам комбинаторики и алгебры. Соответствующие аналити-

ческие выражения дают возможность расчѐтного определения количественных классификационных признаков при таксономии многоком-

понентных систем по степени сложности строения их субсолидусных областей, в частности, при сопоставлении сложности исследований 

трехкомпонентных оксидных систем и их типизации. Полученные формулы апробированы для расчетов на примерах конкретных оксидных 

систем. Результаты исследований позволяют получать важные количественные характеристики для оценки степени сложности субсолидус-

ного строения трехкомпонентных систем. 
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РОЗРАХУНКОВА ОЦІНКА СТУПЕНЯ СКЛАДНОСТІ СУБСОЛІДУСНОЇ БУДОВИ 

ТРИКОМПОНЕНТНИХ ФІЗИКО-ХІМІЧНИХ СИСТЕМ 

Дослідження діаграм стану багатокомпонентних фізико-хімічних систем є найбільш наукомістким завданням матеріалознавства. Без знань 

про будову діаграм стану таких систем технологам неможливо прогнозувати фазовий склад матеріалів при їх виробництві і застосуванні 

виробів з них, істотно ускладнюється проведення системного аналізу результатів експериментальних досліджень щодо оптимізації власти-

востей розроблюваних матеріалів. В технології вогнетривів визначальною стадією виробництва є твердофазне спікання, що обумовлює 

особливу значущість інформації про субсолідусну будову діаграм стану фізико-хімічних систем, представлених набором компонентів від-

повідно до запланованого фазового складу матеріалів. Трикомпонентні системи, простими компонентами яких є тугоплавкі оксиди, скла-

дають фізико-хімічну основу більшості вогнетривів масового виробництва і їх субсолідусна будова досить наочно відображається в конце-

нтраційному трикутнику системи набором трикутників, вершинами яких є точки складів сполук. Дослідження присвячене встановленню 

аналітичної залежності між кількістю подвійних і потрійних сполук і числом усіх можливих відрізків з’єднувальних прямих між точками 

складів сполук, а також точок перетину коннод між собою. При проведенні досліджень застосовувалися загальні принципи системного ана-

лізу, логічні методи і термінологія фізико-хімічного аналізу багатокомпонентних систем, а також відомості з елементарної математики з ро-

зділів по числовим рядам, основам комбінаторики і алгебри. Відповідні аналітичні вирази дають можливість розрахункового визначення кі-

лькісних класифікаційних ознак при таксономії багатокомпонентних систем за ступенем складності будови їх субсолідусних областей, 

зокрема, при зіставленні складності досліджень трикомпонентних оксидних систем і їх типізації. Отримані формули апробовані для розра-

хунків на прикладах конкретних оксидних систем. Результати досліджень дозволяють отримувати важливі кількісні характеристики для 

оцінки ступеня складності субсолідусного будови трикомпонентних систем. 

  Ключові слова: трехкомпонентная система, субсолідусное будова, коннода, трикутник, точки складів, подвійні сполуки. 
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CALCULATED EVALUATION OF THE DEGREE OF SUBSOLIDUS STRUCTURE COMPLEXITY OF 

THE PHYSICO-CHEMICAL THREE-COMPONENT SYSTEMS 

The study of state diagrams of multicomponent physicochemical systems is the most science-intensive task of materials science. Without knowledge 

about the structure of the state diagrams of such systems, it is impossible for technologists to predict the phase composition of materials during their 

production and use of products from them; the systematic analysis of the results of experimental studies to optimize the properties of the materials 

being developed becomes much more complicated. In refractory technology, the defining stage of production is solid-phase sintering, which makes 
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the information on the subsolidus structure of state diagrams of physicochemical systems represented by a set of components in accordance with the 

planned phase composition of materials particularly important. Three-component systems, the simple components of which are refractory oxides, 

constitute the physicochemical basis of most mass-produced refractories and their subsolidus structure is quite clearly displayed in the concentration 

triangle of the system by a set of triangles, the vertices of which are the points of the composition of the compounds. The study is devoted to the 

establishment of an analytical relationship between the number of double and triple compounds and the number of all possible segments of connecting 

lines between the points of the composition of the connections, as well as the points of intersection of the compounds between themselves. During the 

research, the general principles of systems analysis, logical methods and terminology of physicochemical analysis of multicomponent systems, as well 

as information on elementary mathematics from the sections on numerical series, the basics of combinatorics and algebra were used. The 

corresponding analytical expressions make it possible to calculate the quantitative classification characteristics in the taxonomy of multicomponent 

systems by the degree of complexity of the structure of their subsolidus regions, in particular, when comparing the complexity of studies of three-

component oxide systems and their typification. The formulas obtained were tested for calculations using examples of specific oxide systems. The 

research results allow one to obtain important quantitative characteristics for assessing the degree of complexity of the subsolidus structure of three-

component systems. 

  Keywords: three-component system, subsolidus structure, connode, triangle, composition points, double compounds. 

 

Введение. Исследование диаграмм состояния 

многокомпонентных физико-химических систем яв-

ляяется наиболее наукоемкой задачей ма-

териаловедения. Без знаний о строении диаграмм со-

стояния таких систем технологам невозможно 

прогнозировать фазовый состав материалов при их 

производстве и применении изделий из них, сущест-

венно усложняется проведение системного анализа 

результатов экспериментальных исследований по оп-

тимизации свойств разрабатываемых материалов. В 

технологии огнеупоров определяющей стадией про-

изводства является твердофазное спекание, что обу-

словливает особую значимость информации о субсо-

лидусном строении диаграмм состояния физико-

химических систем, представленных набором компо-

нентов в соответствии с планируемым фазовым со-

ставом материалов.  

Исходные положения, методики и анализ сис-

тем с двойными соединениями в двух подсистемах. 

Трехкомпонентные системы, простыми компонента-

ми которых являются тугоплавкие оксиды, составля-

ют физико- химическую основу большинства огне-

упоров массового производства и их субсолидусное 

строение достаточно наглядно отображается в кон-

центрационном треугольнике системы набором тре-

угольников, вершинами которых являются точки со-

ставов соединений. По сути, исследование 

субсолидусного строения трехкомпонентных систем 

предполагает выделение из многообразия возможных 

треугольников, построенных на точках составов са-

мих компонентов, двойных и тройных соединений, 

лишь единственной комбинации треугольников, на-

зываемых элементарными. В элементарных треуголь-

никах вершины отвечают точкам составов определѐн-

ных соединений, которые в комбинациях по два и по 

три не реагируют химически между собой в конкрет-

ном диапазоне температур или употребляют термин 

«сосуществуют».  

Процедура определения элементарных треуголь-

ников носит название триангуляция концентрацион-

ного треугольника физико-химической системы. Эта 

процедура чрезвычайно сложна при эксперименталь-

ном изучении всех сосуществующих комбинаций со-

единений по два и по три в температурном диапазоне 

до плавления соответствующих композиций, то есть в 

субсолидусной области. Для уменьшения трудо-

ѐмкости триангуляции прибегают к ее термодинами-

ческому прогнозированию  с помощью расчѐта и ана-

лиза изменения энергии Гиббса в зависимости от 

температуры для всех вариантов твердофазных реак-

ций обмена между соединениями системы. Количест-

во экспериментов при этом значительно ограничива-

ется и они выполняются, в основном, с позиций 

контроля обеспечения запланированного фазового со-

става композиций, что особенно ценно при исследо-

вании ранее не изученных систем или при ревизии ус-

таревших данных. Общее количество элементарных 

треугольников в субсолидусной области диаграмм со-

стояния ограничено количеством двойных и тройных 

соединений в системе и легко рассчитывается по пра-

вилу Курнакова Н.С. [1]. Вместе с тем, аналитические 

зависимости для расчѐта количества всех возможных 

вариантов твердофазных реакций, для определения 

сторон (комбинаций соединений по два) и самих эле-

ментарных треугольников (комбинации  соединений 

по три), – не известны. В настоящее время исследова-

тели составляют модельные уравнения твердофазных 

реакций обмена последовательным перебором всех 

сочетаний точек составов соединений в комбинациях 

по два и по три в зависимости от возможных типов 

твердофазных реакций «2-2» или «2-3»: 

 

 A + B = C + D  (1) 

 

 A + B = C + D + F  (2) 

где A, B, C, D, F – условные составы исходных ком-



ISSN 2079-0821 (print) 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ»  

Серія: Хімія, хімічна технологія та екологія, № 2 (4) 2020 59 

понентов, двойных и тройных соединений физико- 

химической системы.  

Способ перебора несложно реализовать, когда в 

системе отсутствуют тройные соединения, а двойные 

соединения отмечаются в одной или двух под-

системах (на одной или двух сторонах концентраци-

онного треугольника, соответственно). В противном 

случае процедура значительно усложняется, возмож-

но дублирование или даже утрата некоторых сочета-

ний в результате значительного роста их количества 

при увеличении количества соединений в системе.  

Установление аналитической зависимости между 

количеством двойных и тройных соединений и чис-

лом всех возможных отрезков соединительных прямых 

между точками составов соединений (для упрощения бу-

дем называть их коннодами, хотя название справедливо 

лишь для элементарных треугольников), а также точек 

пересечения коннод между собой (отвечают количеству 

твердофазных реакций, которые следует смоделировать и 

подвергнуть термодинамическому анализу), – является 

актуальной задачей физико-химического анализа много-

компонентных систем. Решение этой наукоемкой задачи 

облегчает операции прогнозирования и контроля точно-

сти определения субсолидусного строения диаграмм со-

стояния. Кроме того, соответствующее аналитическое 

выражение даст возможность расчѐтного определения 

количественных классификационных признаков при так-

сономии многокомпонентных систем по степени сложно-

сти строения их субсолидусных областей, в частности, 

при сопоставлении сложности исследований трехкомпо-

нентных оксидных систем и их типизации. Именно на 

решение обозначенной задачи направлена цель настоя-

щего исследования.  

При проведении исследований применялись об-

щие принципы системного анализа [2], логические 

методы и терминология физико-химического анализа 

многокомпонентных систем [1, 3, 4], а также сведения 

по элементарной математике из разделов по числовым 

рядам, основам комбинаторики и алгебры [5, 6]. Сведе-

ния по конкретным диаграммам состояния для апро-

бации полученных результатов взяты из монографий 

[3, 4, 7-12]. Для сокращения будем точки составов 

двойных соединений называть просто точками.  

Поиск решения поставленной задачи начнѐм с 

рассмотрения наиболее простых вариантов трехком-

понентных систем, постепенно повышая их слож-

ность вплоть до наиболее возможной. Пусть в трех-

компонентной системе присутствуют двойные 

соединения лишь в одной из трѐх подсистем, что со-

ответствует геометрическому образу – равносторон-

ний треугольник с точками на одной из сторон. Три-

ангуляция в этом случае безальтернативна и реализу-

ется коннодами из противоположной вершины к точ-

кам на стороне концентрационного треугольника. При 

этом число коннод (k) будет равно числу двойных со-

единений (d), а точки пересечения коннод между со-

бой (P) отсутствуют. Отсутствие точек пересечения 

коннод обозначает, что ни одной твердофазной реак-

ции обмена между соединениями системы смодели-

ровать невозможно.  

Рассмотрим трехкомпонентные системы с нали-

чием двойных соединений в двух подсистемах и от-

метим очевидные (рис. 1) закономерности: 

1. При любом количестве двойных соединений одна 

коннода образуется автоматически между точками наи-

более близкими к вершине противоположной подсисте-

мы, в которой двойные соединения отсутствуют. Эта 

коннода не даѐт точек пересечений. 

Максимальное количество коннод и точек их пе-

ресечения образуется в вариантах, когда двойные со-

единения наиболее равномерно распределены в каж-

дой из двух подсистем. 

2. В образовании возможных коннод участвуют 

две из трѐх вершин системы и все точки составов 

двойных соединений.  

3. Суммарное количество возможных коннод, исхо-

дящих из вершин системы, равно количеству двойных со-

единений. Оставшаяся часть возможных коннод может 

быть определена через число сочетаний точек в комбина-

циях по две с вычетом «вырожденных» сочетаний, то есть 

нереализуемых из-за расположения на одной прямой (на 

каждой из двух сторон системы, где присутствуют со-

ставы двойных соединений). Для вычисления «выро-

жденных» сочетаний учтѐм, что равномерное распре-

деление точек по двум подсистемам предусматривает 

два варианта в зависимости от чѐтности при нечѐтно-

сти значения d. Меньшее (V1) и большее (V2) число 

точек при равномерном (с допустимой разницей в 1 

единицу) их распределении в двух подсистемах опре-

деляются выражениями: 

  
1

1 ( 1)
,

2 4 4

dd
V  (3) 

  
2 1

1 ( 1)
.

2 4 4

dd
V d V  (4) 

При строго определѐнных значениях V1 и V2 ко-

личество возможных коннод определяется формулой: 

 

  1 2

1 2

! !!
.

2!( 2)! 2!( 2)! 2!( 2)!

V Vd
k d

d V V
 (5) 
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a) d = 2; k = 3; P = 1 b) d = 3; k = 5; P = 3 c) d = 4; k = 5; P = 6 

   

   

d) d = 4; k = 8; P = 9 e) d = 5; k = 9; P = 10 f) d = 5; k = 11; P = 18 

 

Рисунок 1 – Варианты трехкомпонентных систем с двойными соединениями в двух подсистемах 

 

Для небольших значений d можно убедиться в 

правильности формулы (5) по рис. 1, а для больших 

значений d и упрощения громоздких выражений для 

записи факториалов можно использовать приближен-

ную формулу Стирлинга [5], точность которой воз-

растает с увеличением значения d. Однако можно вы-

вести гораздо более удобную для практических 

расчетов формулу. При этом следует заметить, что 

каждая точка на одной из сторон концентрационного 

треугольника может образовать конноду с каждой из 

точек на другой стороне, то есть количество коннод 

будет отвечать произведению V1·V2, а формула (5) 

примет простой вид: 

 

  k = d + V1·V2.  (6) 

 

К формуле (6) можно прийти и из других рассу-

ждений, если причислить точки вершин к числу точек 

составов двойных соединений на соответствующих 

сторонах концентрационного треугольника и учесть 

совпадение одной из образующихся коннод со сторо-

ной концентрационного треугольника: 

 

 k = (V1 + 1)·(V2 + 1) – 1 =  

  V1 + V2 + V1·V2 = d + V1·V2  (7) 

Для определения количества возможных пересе-

чений между коннодами заметим, что они образуются 

как пересечения диагоналей четырехугольников, в ко-

торых две вершины являются точками на одной сто-

роне концентрационного треугольника, а две другие – 

точками на противоположной стороне. Поэтому ко-

личество точек пересечения коннод можно рассчиты-

вать как число парных комбинаций коннод, образую-

щихся в результате двойных перестановок точек 

(включаются соответствующие вершины) на каждой 

из двух сторон концентрационного треугольника: 

 

 

1 2

1 2

1 2 1 2

( 1)! ( 1)!

2!( 1 2)! 2!( 1 2)!

( 1) ( 1)
.

4

V V
p

V V

V V V V
 (8) 

 

Справедливость формулы для расчета количест-

ва пересечений коннод (соответствуют числу твердо-

фазных реакций обмена) несложно проверить по при-

веденным на рис. 1 вариантам систем. 

Анализ систем с наличием двойных соедине-

ний во всех подсистемах. Системы с наличием двой-

ных соединений во всех подсистемах являются ус-

ложненным вариантом по сравнению с рассмотрен-

ными ранее. Очевидно, что точки составов двойных 

соединений могут располагаться на сторонах концен-

трационного треугольника неравномерно. Однако уже 

было установлено, что максимальное количество то-

чек пересечения коннод наблюдается при наиболее 

равномерном варианте распределения точек по сторо-

нам концентрационного треугольника. В случае, ко-

гда задано только общее количество двойных соеди-
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нений (d) и не известно их распределение по подсис-

темам, могут наблюдаться три варианта в зависимо-

сти от остатка при делении d на три. Алгоритм рас-

пределения точек в подсистемах должен 

предусматривать первоначальное деление числа на 3 с 

определением минимального целого числа наиболее 

близкого к значению d/3 и остатка. Затем остаток (он 

может быть представлен 1 или 2) следует поделить на 

две части ранее указанным способом (см. формулы 

(3), (4)). Для больших чисел методы деления на три с 

остатком разработаны [6], что позволяет находить ко-

личество соединений в каждой подсистеме при наи-

более равномерном их распределении и больших зна-

чениях d. Для реальных физико-химических систем 

количество двойных соединений в каждой подсистеме 

известно (для отличия от предыдущего варианта диа-

грамм обозначим их n1, n2 и n3). 

В системах с небольшим числом двойных соеди-

нений в каждой из подсистем количество коннод и 

точек пересечения несложно подсчитать (рис. 2). 

Для вывода формулы для расчета количества то-

чек пересечения коннод в системах, где двойные со-

единения распределены по всем подсистемам будем 

рассматривать равномерное распределение точек 

n1 = n2 = n3 = 2 в условной системе (рис. 3). 

Сплошным отмечены конноды между точками 

подсистем n1 и n2, которые с учетом точек вершин 

дают количество пересечений (сплошные точки): 

 

 

1 2

1

1 2

1 2 1 2

( 1)! ( 1)!

2!( 1 2)! 2!( 1 2)!

( 1) ( 1)
.

4

n n
Р

n n

n n n n
 (11) 

 

Индекс при Р отображает, что это лишь часть 

общего количества точек пересечения во всей систе-

ме. Не сложно подсчитать по (11) и проверить на рис. 

3 значение Р1 для рассматриваемой системы: Р1 = 9. 

Пунктирными линиями обозначены конноды 

между точками подсистем n1 и n3 (две таких конно-

ды – к вершине С – совпадают с ранее обозначенными 

сплошными линиями). Количество пересечений меж-

ду пунктирными коннодами (на рис. 3 обозначены 

пустыми точками): 

 

31
2

1 3

1 3 1 3

1 !( 1)!
P

2! 1 2 ! 2! 1 2 !

( 1) ( 1)
.

4

nn

n n

n n n n
 (12) 

   

d = 3, k = 6, P = 6 

 

 
b) d = 4, k = 9, P = 14 

 

 

c) d = 5, k = 13, P = 31 

Рисунок 2 – Варианты систем с небольшим количеством со-

единений в каждой подсистеме 

 

 

 

 

Рисунок 3 – Анализируемая система А – В – С 

(отображена лишь часть коннод) 
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Расчѐтное значение для Р2 по (12) совпадает с 

количеством пустых точек на рис. 3: Р2 = 3. 

Кроме Р1 и Р2 следует учесть и количество точек 

пересечения сплошных и пунктирных коннод (на рис. 

3 отмечены звездочками). Для этого заметим, что 

конноды из вершины В на точки подсистемы n3 пере-

секают все сплошные конноды, число которых будет 

n1 + n2 + n1·n2, соответственно, количество точек пере-

сечения составит: 

 

  Р3 = n3·(n1 + n2 + n1·n2). (13) 

 

В рассматриваемом примере (рис. 3) и расчетное 

значение по (13) совпадают: Р3 = 16. 

Теперь обратим внимание, что две пунктирные 

конноды из верхней точки подсистемы n1 пересекают 

уже не все сплошные конноды, так как две сплошные 

конноды из этой же точки на точки подсистемы n2 и 

вершину С оказываются выше расположенными (рис. 

3). Поэтому пересекаются на (n2 + 1) меньшее число 

коннод и образуется следующее количество точек пе-

ресечения: 

 Р4 = n3·[n1 + n2 + n1·n2 – (n2 + 1)] = 

  = n3·(n1 + n1·n2 – 1).  (14) 

 

Несложно проверить тождественность: расчет-

ное значение Р4 = 10 и фактическое (рис. 3). 

Аналогична ситуация и с нижней точкой подсис-

темы n1, но пересечений пунктирных и сплошных 

коннод наблюдается еще на (n2 + 1) меньше, так как 

сплошные конноды из этой точки на точки подсисте-

мы n2 и вершину С также оказываются более высоко 

расположенными и не пересекаются (рис. 3). Соответ-

ственно, образуется следующее количество точек пе-

ресечения: 

 

 Р5 = n3·[n1 + n2 + n1·n2 – 2(n2 + 1)].  (15) 

 

Количество соответствующих точек пересечения 

коннод на рис. 3 и расчетное по (15) – совпадает:  

Р5 = 4. 

При произвольном значении n1 слагаемых, по-

добных Р4 и Р5, будет n1 штук и определяться они бу-

дут из аналогичных выражений ((14), (15)), в которых 

множители при отрицательном члене будут первыми 

натуральными числами от 1, 2 … до n1, то есть пред-

ставлять простую арифметическую прогрессию. Сум-

ма такой прогрессии определяется формулой: 

0,5·n1·(n1 + 1), с учетом которой общее количество то-

чек пересечения, определяемых при суммировании Р4, 

Р5 … Рn1 (РΣ1): 

 РΣ1 = n1·n3·(n1 + n2 + n1·n2) –  

  – n3·0,5·n1·(n1 + 1)(n2 + 1). (16) 

 

В рассматриваемом примере только два слагае-

мых: Р4 = 10, Р5 = 4, то есть в сумме 14, что соответ-

ствует рассчитанному по (16) значению: РΣ1 = 14. 

Теперь можно аналитически рассчитать количе-

ство точек пересечения на рис. 3 (S1), как сумму Р1, 

Р2, Р3 и РΣ1: 

 

 S1 = 0,25·n1·n2·(n1 + 1)·(n2 + 1) + 

  + 0,25·n1·n3·(n1 + 1)·(n3 + 1) + (17) 

  + n3·(n1 + n2 + n1·n2) +  

 + n1·n3·(n1 + n2 + n1·n2) – 0,5·n1·n3·(n1 + 1)(n2 + 1) 

 

Для варианта равномерного распределения 

двойных соединений по подсистемам (n1 = n2 = n3 = n) 

громоздкое уравнение для S1 упрощается:  

 S1 = n
2
·(n

2
 + 2,5·n + 1,5).  (18) 

 

Справедливость формул (17), (18) для рассмат-

риваемого варианта системы проверить не сложно: 

S1 = 42. 

Отметим, что S1 не включает точек пересечения 

коннод, которые не нанесены на рис. 3, – между точ-

ками подсистем n2 и n3. Эти конноды могут пересе-

каться между собой и с уже нанесенными на рис. 3 

сплошными и пунктирными коннодами. Между собой 

эти условные (отсутствующие на рис. 3) конноды да-

дут следующее количество точек пересечений: 

 

 

32
6

2 3

2 3 2 3

!!
P

2! 2 ! 2! 2 !

( 1) ( 1)
.

4

nn

n n

n n n n
 (19) 

 

Не сложно проверить, что в рассматриваемом 

примере Р6 = 1. 

Условные конноды из верхней точки подсистемы 

n3 будут пересекать все сплошные конноды, за ис-

ключением трех, выходящих из этой точки на точки 

подсистемы n1 и вершину А (рис. 3). С учетом того, 

что количество коннод из анализируемой точки будет 

равно числу точек в подсистеме n3, количество пере-

сечений определяется: 

 

 Р7 = n3·[n1 + n2 + n1·n2 – (n1 + 1)].  (20) 

 

В рассматриваемом случае (рис. 3) значение 

Р7 = 10, что отвечает расчету по формуле (20). 

Условные конноды из нижней точки подсистемы 
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n2 (рис. 3) также дадут пересечения со сплошными 

коннодами. Но ещѐ на (n1 + 1) меньшее количество: 

 

 Р8 = n3·[n1 + n2 + n1·n2 – 2(n1 + 1)].  (21) 

 

Тождественность расчетного значения Р8 = 4, что 

несложно проверить при соответствующей достройке 

рис. 3. 

Снова обратим внимание, что при произвольном 

значении n2 коэффициенты перед отрицательными 

членами в выражениях типа (20), (21) будут первыми 

натуральными числами от 1, 2 … до n2. Применяя 

формулу суммы членов арифметической прогрессии 

можно получить выражение для суммы Р7, Р8 … Рn2 

(РΣ2): 

 

 РΣ2 = n2·n3·(n1 + n2 + n1·n2) –  

  – 0,5·n2·n3·(n1 + 1)(n2 + 1). (22) 

 

Тождественность вычисленного значения РΣ2 = 

14 и соответствующей суммы Р7 и Р8 в рассматривае-

мом примере соблюдается. 

Теперь следует учесть точки пересечения услов-

ных и пунктирных коннод (рис. 3). Всего коннод ме-

жду точками подсистем n1 и n3 может быть n1 + n3 + 

n1·n3, но конноды от вершины С (их n1 штук) уже уч-

тены и они отображены сплошными коннодами. Кро-

ме того, пунктирные конноды из точки подсистемы 

n3, расположенной ближе к вершине А, на точки под-

системы n1 отказываются «отсеченными» от участия в 

пересечениях с рассматриваемыми коннодами между 

точками подсистем n2 и n3. Всего таких «отсеченных» 

коннод (n1 + 1) штуки их также следует исключить из 

числа коннод, которые могут быть пересечены (kп): 

 

 kп = (n1 + n3 + n1·n3) – n1 – (n1 + 1) =  

  = n3 – n1 + n1·n3) – 1. (23) 

В рассматриваемом случае значение kп = 3. 

Обратим внимание, что не все из условных кон-

нод будут пересекать отмеченные выше (23) конноды. 

Так, из верхней точки подсистемы n2 будет исходить 

n3 штук коннод, но идущая на точку ближе располо-

женную к вершине А, – не будет пересекать пунктир-

ных коннод (рис. 3). Аналогичная ситуация и для 

нижней точки подсистемы n2. Фактически, следует 

исключить одно соединение подсистемы n3 при под-

счѐте пересекающихся коннод: n2·(n3 – 1) = 2. При пе-

ресечении такого количества коннод с пунктирными 

коннодами, число которых определяет формула (23), 

будет образовываться следующее количество точек 

пересечения: 

 Р9 = [(n3 – n1 + n1·n3 – n1 – (n1 + 1)]·n2·(n3 – 1). (24) 

 

Не сложно убедиться в тождественности рассчи-

танного по (24) значения Р9 = 6 фактическому числу 

точек при достроении рис. 3. 

Суммарное количество точек пересечения ус-

ловных коннод с имеющимися на рис. 3 (S2) опреде-

ляется сложением Р6, РΣ2 и Р9: 

 

 S2 = 0,25·n2·n3·(n2 – 1)·(n3 – 1) + 

+ n2·n3·(n1 + n2 + n1·n2) – 0,5 n2·n3·(n1 + 1)(n2 + 1) +  

 + [(n3 – n1 + n1·n3) – n1 – (n1 + 1)]·n2·(n3 – 1)  (25) 

 

В рассматриваемом примере (рис. 3) при до-

строении коннод между точками подсистем n2 и n3 

будет насчитываться 21 дополнтельная точка пересе-

чения, что отвечает расчетному значению (n1 = n2 = n3 

= n) S2 = 21. 

Выражение для S2 можно преобразовать: 

 

S2 = 0,25·n2·(4n1·n3
2
 + n2·n3

2
 + 2n1·n2·n3 + 3n3

2
 + 

  + n2·n3 – 6n1·n3 – 9n3 + 4n1 + 4) (26) 

 

При равномерном распределении соединений по 

подсистемам, как в рассматриваемом случае: n1 = n2 = 

n3 = n, выражение для вычисления S2 упрощается: 

 

 S2 = 0,25·n·(7n
3
 – 2n

2
 – 5n + 4). (27) 

 

Общее количество (Р) пересечений коннод в 

трехкомпонентной системе с двойными соединениями 

во всех подсистемах определяется суммой S1 и S2: 

 

 Р = 0,25·n1
2
·n2

2
 + 0,25·n1

2
·n3

2
 + 

  + 0,25·n2
2
·n3

2
 + 0,25·n1

2
·n2 + 0,25·n1·n2

2
 + 

   0,25·n1
2
·n3 + 0,25·n1·n3

2
 + 0,75·n2·n3

2
 + (28) 

  0,25·n2
2
·n3 + 1,25·n1·n2 + 0,25·n1·n3 – 1,25·n2·n3 +  

 0,5·n1
2
·n2·n3 + n1·n2·n3

2
 + 0,5·n1· n2

2
·n3 + n2. 

 

 

Решения (28) всегда целочисленны, а сама фор-

мула не чувствительна относительно перемены набо-

ра значений n1, n2 и n3, то есть решение остается не-

изменным при произвольной нумерации сторон 

концентрационного треугольника исследуемых сис-

тем. Последнее утверждение легко проверить, напри-

мер, при наличии в подсистемах одного, двух и трех 

двойных соединений нет разницы в нумерации под-

систем: 1.) n1 = 1, n2 = 2, n3 =3; 2.) n1 = 1, n2 = 3, 

n3 = 2, и т.п.). При любой нумерации расчетное значе-

ние одинаково Р = 54. 
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Выражение (28) громоздкое, но востребовано для 

точного определения количества пересечения коннод 

в системах со значительной неравномерностью рас-

пределения двойных соединений по подсистемам. Для 

равномерного распределения (n1 = n2 = n3 = n) выра-

жение (28) упрощается: 

 

 Р = 2,75·n
4
 + 2·n

3
 + 0,25·n

2
 + n = 

  = 0,25·n
2
·(11n

2
 + 1) + n·(n

2
 + 1). (29) 

 

Выражение (29) является степенной функцией 4-

й степени и быстро возрастает, в частности: при n = 2, 

Р = 63; при n = 3, Р = 282; при n = 4, Р = 840; при n = 

5, Р = 1980; при n = 6, Р = 4011. Соответственно, для 

полного анализа субсолидусного строения трехком-

понентных систем всего с тремя двойными соедине-

ниями в каждой подсистеме потребуется смоделиро-

вать 282 твердофазных реакции обмена, а при 

увеличении значения n в два раза потребуется смоде-

лировать уже 4011 реакций. Безусловно, что количе-

ство моделируемых твердофазных реакций отобража-

ет лишь определенную долю трудозатрат 

исследователя, но все же косвенно позволяет оцени-

вать сложность субсолидусного строения трехкомпо-

нентных физико-химических систем. 

Анализ систем с наличием двойных и трой-

ных соединений, апробация найденных решений. 

Из результатов рассмотрения систем только с двой-

ными соединениями во всех подсистемах следует, что 

наличие в системе еще и тройных соединений вызовет 

существенное усложнение как вывода расчетной 

формулы, так и ее громоздкость. Точки составов 

тройных соединений в трехкомпонентных системах 

локализуются не на сторонах, а непосредственно в 

области концентрационного треугольника. Для выво-

да точной расчетной формулы можно рассматривать 

точки составов тройных соединений в качестве опре-

деленной проекции составов более многомерных, че-

тырехкомпонентных систем. При этом необходимо 

определять следы проекций и в трех других подсис-

темах такой системы, а уже по этим проекциям (на 

гранях концентрационного тетраэдра) анализировать 

количества образуемых коннод и точек их пересече-

ния. Процедура вывода расчетных формул представ-

лялась достаточно трудоемкой и принят упрощенный 

вариант. Предлагается изменить топологию располо-

жения точек составов всех соединений и вместо тре-

угольника рассматривать окружность, точнее выпук-

лый m-угольник (m – сумма простых компонентов 

системы (их 3), двойных и тройных соединений. При 

таком подходе следует рассматривать пересечение не 

коннод, а уже хорд окружности или диагоналей m-

угольника. Количество пересечений в данном случае с 

очевидностью будет больше, чем при топологии тре-

угольника. Однако некоторое увеличение количества 

точек пересечения остается в рамках решаемой задачи 

исследования – количество реальных пересечений не 

должно превышать вычисленного значения. 

У выпуклого m-угольника есть ряд замечатель-

ных свойств, не зависящих от значения m. В частно-

сти, при его разбиении диагоналями, не пересекаю-

щимися внутри него, то есть при триангуляции, 

образуется следующее количество элементарных тре-

угольников: 

 

 t = m – 2. (30) 

 

При этом для триангуляции требуется число диа-

гоналей (l): 

 

  l = m – 3. (31) 

 

Такая триангуляция может быть реализована коли-

чеством способов (Z), определяемых выражением [5]: 

 

  
21 3 5 ... (2 5)

2
( 1)!

mm
Z

m
. (32) 

 

В случае больших значений m можно применять 

формулу Стирлинга с учетом чего приближенное зна-

чение Z определяется выражением: 

 

  
( 1)

0.5

2

( 1) [ ( 2)]

m m

Z
m m

. (33) 

 

Количество пересечений хорд/диагоналей опре-

деляется сочетанием из m элементов по четыре (точки 

концов двух пересекающихся хорд/диагоналей): 

 

 
! ( 1) ( 2) ( 3)

P .
4! 4 ! 24

m m m m m

m
 (34) 

 

Выражение (34) является степенной функцией 

четвертой степени, быстро возрастающей при увели-

чении значения m, в частности: 

– при m = 10 (3 – простых, 6 – двойных и одно 

тройное соединение) Р = 210; 

– при m = 11 (3 – простых, 6 – двойных и 2 трой-

ных соединения) Р = 330. 

Предложенный вариант расчета (34) позволяет 

оценить и сравнительную кратность усложнения суб-
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солидусного строения системы с наличием тройных 

соединений по отношению к аналогичной, но только с 

двойными соединениями.  

Апробируем полученные формулы для расчетов 

на примерах конкретных оксидных систем. Пусть 

требуется сопоставить степень сложности субсоли-

дусного строения систем: I. CaO – MgO – Al2O3 и II. 

CaO – MgO – TiO2. По данным [3, 4, 9, 10] в этих сис-

темах в субсолидусной области стабильны по шесть 

двойных соединений, тройных оксидов – нет, в под-

системе CaO – MgO двойные соединения не образу-

ются. В первой подсистеме одно из шести двойных 

соединений находится в подсистеме MgO – Al2O3, а 

пять оставшихся – в подсистеме CaO – Al2O3. Во вто-

рой системе все шесть соединений поровну распреде-

лены по подсистемам CaO – TiO2 и MgO – TiO2.  

Согласно формуле (8) при исследовании субсоли-

дусного строения этих оксидных систем потребуется со-

ставить, уравнять, посчитать значения изменений энергии 

Гиббса в зависимости от температуры, проанализировать 

и проверить следующее количество модельных твер-

дофазных реакций (РI и РII, соответственно): 

 

 
I

1 5 6 2
P 15,

4
  

II

3 3 4 4
P 48.

4
 

 

Из сравнения значений РI и РII очевидно, что сте-

пень сложности субсолидусного строения системы 

CaO – MgO – TiO2 более чем в 2 раза выше. При этом, 

максимальная сложность (Рmax) систем с 6 двойными 

соединениями при равномерном их распределении по 

всем трем подсистемам, то есть при n = 2 для форму-

лы (29): 

 

 Рmax = 0,25·4·45 + 2·5 = 55. 

 

Соответственно, сложность субсолидусного 

строения первой из рассматриваемых подсистем – 

27,3 %, а второй – 65,5 % относительно максимально 

возможной сложности. 

Рассмотрим более трудный пример оценки сте-

пени сложности двух алюмосиликатных систем с уча-

стием оксидов щелочноземельных металлов (MgO и 

BaO): I. MgO – Al2O3 – SiO2 и II. BaO – Al2O3 – SiO2. 

На первый взгляд системы являются «родственными». 

Однако согласно [4, 7, 8, 11, 12] в субсолидусной об-

ласти первой – стабильны 4 двойных и 2 тройных со-

единения (двойные соединения распределены так: 1 – 

в подсистеме MgO – Al2O3, 1 – в подсистеме Al2O3 – 

SiO2 и 2 – в подсистеме MgO – SiO2), а во второй – 

стабильны 14 двойных и 3 тройных соединения 

(двойные соединения распределены так: 1 – в подсис-

теме Al2O3 – SiO2, 8 – в подсистеме BaO – SiO2 и 5 – в 

подсистеме BaO – Al2O3). Сначала применим формулу 

(28), условно принимая, что тройных соединений в 

системах нет: РI = 14, РII = 1037. Как видим, различие 

в сложности даже в упрощенном случае в 74 раза! 

При этом максимальные сложности подобных систем 

можно определить по формуле (29), приняв равномерное 

распределение двойных соединений по подсистемам 

(для первой n = 4/3 ≈ 2, округление до целого в сторо-

ну большего числа; для второй: n = 14/3 ≈ 5): 

 

 РmaxI = 63,    РmaxII = 1980. 

 

Поэтому сложность рассматриваемых систем 

(без учета наличия тройных соединений) составляет 

22,2 % и 52,4 % относительно максимально возмож-

ной. 

Теперь учтем и наличие тройных соединений и 

будем применять формулу (30), в которой значение mI 

= 3 + 4 + 2 = 9, mII = 3 + 14 + 3 = 20: 

 

 РI = 126,     РII = 4845. 

Фактическое различие РI и РII показывает, что 

сложность субсолидусного строения системы BaO – 

Al2O3 – SiO2 в 38 раз выше, чем системы MgO – Al2O3 

– SiO2. Безусловно, можно было сделать качествен-

ный вывод о большей сложности той или иной из сис-

тем путем простого сравнения количества двойных и 

тройных соединений в этих системах. Однако, в прак-

тике исследований субсолидусного строения трех-

компонентных систем встречаются случаи когда не-

возможно сделать однозначный вывод. В частности, 

при наличии в одной системе 15 двойных равномерно 

распределенных по подсистемам соединений и отсут-

ствии тройных соединений, а в другой – 9 равномерно 

распределенных по подсистемам двойных соединений 

и одного тройного соединения. В этой ситуации не 

обойтись без количественной оценки степени слож-

ности субсолидусного строения для адекватного их 

сопоставления. 

Заключение. В заключение отметим, что ре-

зультаты исследований позволяют получать важные 

количественные характеристики для оценки степени 

сложности субсолидусного строения трехкомпонент-

ных систем. Вместе с тем, анализ и установление суб-

солидусного строения многокомпонентных систем 

является творческим процессом и не сводится только 

к количеству моделируемых твердофазных реакций 

обмена. Для выполнения такого ряда исследований 

требуется высокая квалификация исполнителя, широ-
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кий научный кругозор для минимизации трудоемких 

операций, чему будут способствовать и результаты 

настоящей работы. 
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