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Введение 

 

В новых условиях профессиональной деятельности для того, что-

бы поддерживать свою квалификацию на необходимом современном 

уровне, от каждого специалиста требуется стремление к развитию воз-

можности самостоятельного повышения уровня математического обра-

зования.  

Основой математической подготовки квалифицированного эконо-

миста отрасли знаний «Менеджмент и администрирование» является 

нормативная учебная дисциплина «Высшая и прикладная математика». 

В последнее время акценты процесса формирования личности бу-

дущих специалистов все больше переносятся от приобретения репро-

дуктивных знаний на развитие готовности и возможности к творческому 

труду, способности не только усваивать готовые знания, но и генериро-

вать новые. Внедрение вычислительной техники и методов математиче-

ского моделирования в экономику, управление, финансовое прогнозиро-

вание повысило требования к прикладной направленности математиче-

ских дисциплин.  

Цель изучения данной дисциплины – формирование целостной 

системы теоретических знаний математического аппарата, необходимо-

го для решения теоретических и практических задач в профессиональ-

ной деятельности компетентного специалиста в сфере менеджмента и 

администрирования, умения аналитического мышления и навыков при-

менения математического аппарата к формализации реальных процес-

сов и явлений, а также к решению экономических задач. При этом ос-

новная цель значительно шире, чем возможности практического приме-

нения. Это – приобретение фундаментальных классических знаний, раз-

витие математической интуиции, воспитание качествам математической 

культуры (критичности, системности, логичности, гибкости и др.), фор-

мирование стремления и возможности к саморазвитию и самоусовер-

шенствованию. Правильно поставить задачу, выделить и оценить наи-

более существенные данные, выбрать (из альтернатив) способ и сред-

ства ее решения, оценить полученный результат – все это позволяет 

развивать названные выше качества математической культуры. 
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Предмет дисциплины «Высшая и прикладная математика» – фун-

даментальные положения линейной и векторной алгебры, аналитиче-

ской геометрии, математического анализа, основные закономерности 

массовых случайных событий, а также принципы регистрации, описания 

и анализа результатов статистических наблюдений, решения оптимиза-

ционных задач. 

Основными задачами изучения учебной дисциплины «Высшая и 

прикладная математика» являются предоставление студентам знаний 

по основным разделам высшей математики, повышение уровня фунда-

ментальной математической подготовки студентов с усилением ее при-

кладной направленности, а также получение необходимой математиче-

ской базы для изучения других дисциплин математического цикла.  

В процессе изучения данной дисциплины студент получает анали-

тические исследовательские компетенции, которые необходимы сов-

ременному экономисту в любых сферах его деятельности, а именно:  

уметь проводить основные математические вычисления, самостоя-

тельно применять полученные знания для решения соответствующих 

задач и ситуационных упражнений;  

уметь анализировать, обрабатывать полученные результаты с уче-

том полученных данных и делать выводы на достаточно высоком про-

фессиональном уровне;  

уметь отслеживать основные тенденции и направления развития 

математической науки, самостоятельно работать с научно-методической 

литературой;  

уметь использовать полученные знания для дальнейшего форми-

рования соответствующих экономико-математических моделей и их ре-

шения (определение балансовых отношений, вычисления коэффициен-

тов расходов, определения зависимости спроса и предложения, сравне-

ния эффективности финансовых операций и др.); 

уметь, в случае сложного задания, использовать метод разложения 

от сложного к простому, то есть приводить отдельные сложные части к 

более простым с последующим их решением. 
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Раздел 1. Линейная алгебра. Аналитическая 

геометрия. Дифференциальное исчисление 

 

 1. Предмет и задачи дисциплины 

 

1.1. Введение. Математическое образование как важная 

составляющая в системе фундаментальной подготовки  

современного менеджера 

 

 Общеизвестно, что математика – это наука о специальных логиче-

ских структурах, в которых описаны связи между их элементами. Боль-

шинство из математических структур могут быть непосредственными 

моделями реальных явлений, другие – связаны с реальными явлениями 

лишь через вспомогательные понятия и логические структуры. То есть 

математика является, фактически, совокупностью знаний о математиче-

ских структурах со своими проблемами, с собственными путями реше-

ния, которые обуславливаются внутренними и внешними факторами и 

задачами. Она дает удобные способы и средства познания самых раз-

нообразных явлений реального мира, и тем самым выполняет в опреде-

ленном смысле функцию обобщенного языка науки.   

 Роль математики в познании и преобразовании окружающего мира 

в большой мере осознавал Галилей, он считал, что философия бытия 

написана в грандиозной книге – Вселенная, которая открыта нашему 

пристальному взгляду. Но понять эту книгу может лишь тот, кто научил-

ся понимать ее язык и знаки, которыми она изложена. Написана же она 

языком математики. Леонардо да Винчи, глубоко осознавая значение и 

роль математики при изучении природы, писал, что ни одно человече-

ское исследование не может называться искренней наукой, если оно не 

прошло через математические доказательства. Дальше он отмечал, что 

совсем нет достоверности в тех науках, где нельзя применить ни одной 

из математических теорий, как и в тех, где не существует связи с мате-

матикой.   

 В современных условиях, которые характеризуются сложностью и 

многоаспектностью экономических и управленческих объектов, вопрос 

определения, анализа и увеличения эффективности их функционирова-
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ния является очень нетривиальной задачей. Вооружая будущих специа-

листов-практиков могучими средствами научного поиска, анализа, про-

гнозирования, математика развивается и сама.  

 В последнее время появились и быстро развиваются новые разде-

лы математики. Математическое моделирование экономических, управ-

ленческих и экологических процессов все больше становится одним из 

важнейших и самых эффективных направлений развития экономической 

теории, совершенствования современных форм хозяйствования. Прак-

тическая ценность создания математических моделей и средств мате-

матического исследования прикладных задач определяется, в первую 

очередь, конкретными результатами, значимость которых проверяется 

на практике. Когда установлено, что соответствующая математическая 

модель достаточно адекватно описывает определенный круг явлений, 

необходимость экспериментальной проверки, естественно, отпадает. 

Однако достичь такого уровня абстрактного анализа может лишь лич-

ность, которая владеет достаточной математической культурой.   

 Переводя экономическую, транспортную, финансовую, управлен-

ческую или любую другую задачу на математический язык, современный 

специалист получает возможность применять для ее решения все мно-

гообразие и богатство средств математики. Результаты, полученные с 

помощью математических методов экономико-финансового анализа, по-

зволяют подтвердить или опровергнуть ту или иную выдвинутую гипоте-

зу, построить прогноз инвестиционной деятельности, составить опти-

мальный план функционирования финансового института.  

 Сегодня является заметным поворот к новым сферам применения 

математических методов в разработке социально-экономических реше-

ний, которые будут определять будущее нашего государства: планиро-

вание инвестиционной политики, проектирование перестройки городов, 

путей сообщения, модернизация сельскохозяйственных предприятий, 

прогнозирование экологических процессов и т. п. При изучении инвести-

ционных и управленческих проблем стало возможным использовать та-

кое фактически неограниченное количество информации (в частности 

статистическую, вероятностную), которая накоплена в ресурсах гло-

бальных информационных компьютерных сетей, что человеческий мозг 

просто не в силах ее охватить. В решении этих проблем существенное 

место занимают методы и средства вычислительной математики.   
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 Во все времена математика имела бесспорное культурное и прак-

тическое значение, играла важную роль в научном, техническом и эко-

номическом развитии социума и отдельной личности.  Те, кто на высоком 

уровне владели математическими методами, всегда составляли страте-

гический ресурс нации.  

 В последнее время в связи с ростом роли математических иссле-

дований социально-экономических процессов чрезвычайно большому 

числу будущих инженеров, программистов, экономистов, статистиков, 

организаторов современного производства требуется глубокая матема-

тическая подготовка, которая давала бы возможность с помощью мате-

матических методов исследовать широкий круг проблем, применять 

возможности современной компьютерной техники, использовать теоре-

тические достижения в практике социально-экономической деятельно-

сти.   

 Если за годы учебы в высшем учебном заведении студент получит 

правильное общее представление о прикладных возможностях матема-

тических теорий, поймет, в чем заключается математический подход к 

изучению реального мира, как его нужно применять и на какие результа-

ты надеяться, приобретет крепкий фундамент знаний и необходимую 

математическую культуру, разовьет в себе умение и возможность само-

стоятельно пополнять свое образование, то, владея системой основных 

понятий, на которых основывается его профессионально направленная 

деятельность, имея необходимую базу навыков для овладения этой сис-

темой, он легко адаптируется в современной переменчивой социально-

экономической среде, и будет конкурентоспособным как на рынке труда 

Украины, так и на международных рынках труда.  

 Важным качеством современного специалиста исследователи счи-

тают умение творчески подходить к решению возникающих перед ним 

проблем. Основой формирования этого важного умения, безусловно, 

могут стать навыки построения, исследования, оценивания результатов 

адекватной математической модели.  

   

1.2. Математические методы для решения экономических задач 

 

 Математика и экономика – это две науки, которые, с одной сторо-

ны, связаны общей методологией исследований, а с другой – далеки од-
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на от другой из-за разных объектов исследования. Несомненной являет-

ся абстрактность одной и сугубо практическая ориентированность дру-

гой.  Взаимосвязь между этими науками, роль и место математических 

методов в анализе экономических процессов, объектов и явлений были 

отмечены учеными, как математиками, так и экономистами, еще в 

XVIII веке.   

 Математические модели использовались с иллюстративными ис-

следованиями еще Ф. Кене («Экономическая таблица», 1758), А. Сми-

том («Классическая макроэкономическая модель»), Д. Рикардо («Мо-

дель международной торговли»). XIX век подарил миру таких выдаю-

щихся исследователей, как А. Курно (1801 – 1877) и А. Маршалл (1842 –

1924), которые впервые доказали необходимость применения матема-

тического аппарата к изучению проблем рынка. Бесспорно, большой 

вклад в становление и развитие экономико-математической науки вне-

сли ученые В. Дмитриев (1868 – 1913), Е. Слуцкий (1880 – 1948), А. Чуп-

рунов (1874 – 1926)  и др.  

 XX век можно назвать веком бурного проникновения математиче-

ских методов в другие науки, в том числе в экономику, экологию, теорию 

управления и т. п. Это и построение первых балансовых моделей 

(П. Попов, В. Леонтьев), и создание линейного программирования 

(Л. Канторович, Дж. Данциг), и открытие в ведущих высших учебных за-

ведениях Украины специальностей и факультетов подготовки специали-

стов по применению математических методов и электронно-вычис-

лительной техники в экономике, менеджменте, экологии.   

Развитие макроэкономики, микроэкономики, прикладных дисцип-

лин связано с все более высоким уровнем их формализации. Основу 

для этого заложил прогресс в области прикладной математики. Совре-

менная экономическая теория включает как естественный, необходимый 

элемент математические модели и методы.   

 Можно выделить четыре основные функции применения матема-

тических методов и моделей в решении практических проблем. 

 1. Усовершенствование системы экономической информации. 

 Математические методы и модели позволяют упорядочивать сис-

тему экономической информации, обнаруживать недостатки в имею-

щейся информации и разрабатывать требования к подготовке новой 

информации или ее коррекции.  
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 Разработка и применение экономико-математических моделей от-

крывает пути совершенствования экономической информации, ориенти-

рованной на решение определенной системы задач планирования и 

управления. Прогресс в информационном обеспечении планирования и 

управления опирается на технические и программные средства бурно 

развивающейся информатики.  

 2. Интенсификация и повышение точности экономических рас-

четов. Формализация экономических задач и применение компьютеров 

многократно ускоряют типовые, массовые расчеты, повышают точность 

и сокращают трудоемкость, позволяют проводить многовариантные эко-

номические исследования и обоснования сложных мероприятий, недос-

тижимые при «ручной» технологии.  

 3. Углубление количественного анализа экономических проблем. 

Благодаря применению экономико-математического моделирования 

значительно увеличиваются возможности конкретного количественного 

анализа, изучения многих факторов, которые влияют на экономические 

процессы, количественной оценки последствий изменений условий раз-

вития экономических объектов и т. п.  

4. Решение принципиально новых экономических задач. С помо-

щью математического моделирования удается решать такие экономиче-

ские задачи, которые другими средствами решить практически невоз-

можно. Например, нахождение оптимального варианта народнохозяйст-

венного плана, имитация народнохозяйственных мероприятий, автома-

тизация контроля за функционированием сложных экономических     

объектов. 

Математические модели, которые используются в экономике, мож-

но разделить на классы по ряду признаков, которые относятся к особен-

ностям моделируемого объекта, цели моделирования и используемого 

инструментария:  

 макроэкономические модели описывают экономику как единое це-

лое, связывая между собой обобщенные материальные и финансовые 

показатели: валовый национальный продукт, потребление, инвестиции, 

занятость, процентную ставку, количество денег и др.; 

микроэкономические описывают взаимодействие структурных и 

функциональных составляющих экономики, либо поведение отдельной 

такой составляющей в рыночной среде; 
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теоретические позволяют изучать общие свойства экономики и ее 

характерных элементов дедукцией выводов из формальных предпосы-

лок; 

прикладные модели дают возможность оценить параметры функ-

ционирования конкретного экономического объекта и сформулировать 

рекомендации для принятия практических решений; 

равновесные описывают такие состояния экономики, когда резуль-

тирующая всех сил, стремящихся вывести ее из данного состояния, рав-

на нулю; 

 оптимизационные позволяют моделировать ситуацию максими-

зации полезности или рационального выбора поведения экономически-

ми субъектами; 

статические модели описывают состояние экономического объек-

та в конкретный момент или период времени; 

 динамические включают взаимосвязи переменных во времени и 

описывают силу и взаимодействие в экономике, определяющие ход 

процессов в ней; 

детерминированные модели предполагают жесткие функциональ-

ные связи между переменными модели; 

стохастические, которые допускают наличие случайных воздей-

ствий на исследуемые показатели. 

В соответствии с современными экономическими представлениями 

относительно системы разработки и принятия хозяйственных решений 

она должна совмещать формальные и неформальные методы, которые 

дополняют друг друга. Формальные методы являются, прежде всего, 

средством научно обоснованной подготовки материала для следующих 

рациональных действий человека в процессах управления. Это позво-

ляет эффективно использовать опыт, интуицию человека, способность 

решать трудно формализуемые задачи. 

 

 1.3. Начало алгебры. Вещественные числа и действия над ними 

 

 Понятие множества является одним из основных в математике. 

 Под множеством понимается любая совокупность объектов, назы-

ваемых элементами множества.  

 Запись Aa  означает, что объект a  есть элемент множества A 
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(принадлежит множеству A); в противном случае пишут Aa .  

 Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пус-

тым и обозначается символом Ø. 

 Множество B называется подмножеством множества A,  если ка-

ждый элемент множества B является элементом множества A. Симво-

лически это обозначают так: AB . 

 Суммой, или объединением, двух множеств X  и Y  называется 

совокупность элементов, входящих хотя бы в одно из множеств X  или 

Y . Сумма этих множеств обозначается YX . 

 Пересечением множеств X  и Y  (или их общей частью) является 

совокупность элементов, входящих одновременно как во множество X , 

так и во множество Y ; это множество обозначается YX .  

 Разностью множеств X  и Y  называется множество Z , со-

держащее все элементы множества X , не содержащиеся в Y ; эта раз-

ность обозначается YXZ \ . 

 В алгебре чаще всего приходится иметь дело с множествами, эле-

ментами которых являются числа. Такие множества называются число-

выми.  

 Для числовых множеств используются следующие обозначения:  
 

 N  – множество натуральных чисел;  

 Z  – множество целых чисел;  

 Q – множество рациональных чисел;  

 R – множество вещественных чисел.  

 

 Между множествами RQZN ,,,  существует соотношение 

 

RQZN . 

 

 Всякое неотрицательное вещественное число x  представляется 

бесконечной десятичной дробью 
 

,,,, 21xxx ,      (1.1) 

где x  – наибольшее целое число, не превосходящее x  и называемое 

целой частью числа x ,  9,...,2,1,0ix . 
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 Вещественное число x  рационально, то есть представимо в виде 

отношения 
n

m
 ( nm,  – целые), в том и только в том случае когда дробь 

(1.1) периодическая. В противном случае число x  иррационально. 

 Рациональные и иррациональные числа образуют множество ве-

щественных чисел.  Вещественные числа лежат в основе фундамента 

математического анализа. Каждому вещественному числу соответствует 

единственная точка координатной прямой, которую называют числовой 

прямой (рис.1.1), то есть прямой, на которой выбрано начало отсчета, 

положительное направление и единица масштаба.    
 

 

 

 

Рис. 1.1 

 

 Вещественные числа можно складывать, вычитать, умножать и де-

лить (кроме деления на ноль), и для них выполняются все правила 

арифметики (коммутативность, ассоциативность, дистрибутивность и 

т. д.).  

 Множество вещественных чисел дополняют двумя элементами, 

обозначаемыми  и  и называемыми минус бесконечность и 

плюс бесконечность. На числовой прямой  находится левее всех 

чисел, а  – правее всех чисел. Множество вещественных чисел яв-

ляется бесконечным.  

 Множество X , элементы которого удовлетворяют: 

 неравенству bxa , называется отрезком (или сегментом) 

],[ ba ; 

 неравенству bxa  – интервалом ba, ; 

 неравенствам bxa  или  bxa  – полуинтервалами  соот-

ветственно ),[ ba  и ],( ba . 

Абсолютной величиной, или модулем, вещественного числа x  

называется само число x , если оно положительно, и – x , если оно отри-

цательно, то есть: 

.0,

,0,

xx

xx
x                     (1.2) 

‘ 
1 

 

‘ 
0 

 

х 
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Для любого вещественного числа x  выполняются неравенства: 
 

0;x
 

;x x
 

.x x
 

 

 Свойства абсолютных величин: 

1. ax  равнозначно неравенствам axa . 

2. Абсолютная величина суммы не больше суммы абсолютных ве-

личин 

.x y x y
   

  (1.3) 

 

3. Абсолютная величина разности величин не меньше разности аб-

солютных величин 

.x y x y
    (1.4) 

 

4. Абсолютная величина произведения равна произведению абсо-

лютных величин 

yxyx .     (1.5) 

 

5. Абсолютная величина частного равна частному абсолютных ве-

личин 

0y
y

x

y

x
.                        (1.6) 

 

1.4. Уравнение с одной переменной. Неравенства 

 

 Понятие уравнения относится к одному из важнейших математиче-

ских понятий.  

 Логико-математическое определение уравнения можно привести 

в такой форме: пусть на множестве X  зафиксирован набор алгебраиче-

ских операций,  x  – переменная на множестве X ; тогда уравнением на 

множестве X  относительно x  называется предложение вида 

)()( xbxa , где )(xa  и )(xb  – переменные относительно заданных опе-

раций, в запись которых входит символ x .  
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 Следовательно, уравнением с одной переменной x  (или с одной 

неизвестной x ) называют равенство  выражений, которые определены 

соответственно на множестве X , и для которого поставлена задача 

найти множество всех x , таких, чтобы выражения имели одинаковые 

числовые значения. Аналогично определяется уравнение с двумя пере-

менными и т. д. 

 Уравнение трактуют как равенство, которое содержит неизвестное.  

Решить уравнение, значит найти все его корни. 

 Два уравнения называются равносильными (или эквивалентны-

ми), если все решения первого уравнения являются решениям второго 

и, наоборот, все решения второго уравнения являются решениями пер-

вого. К равносильным уравнениям принадлежат также уравнения, кото-

рые не имеют решений. 
 

Теоремы о равносильных уравнениях 

 Теорема 1. Если к обеим частям уравнения прибавить любое вы-

ражение, которое имеет смысл при всех допустимых значениях неиз-

вестного, то полученное уравнение равносильно данному. 

  Следствие из теоремы 1: любой член уравнения можно перене-

сти из одной части уравнение в другую, изменив его знак на противопо-

ложный. 
 

 Теорема 2. Если обе части уравнения можно умножить на любое 

выражение, имеющее смысл и не равное нулю при всех допустимых 

значениях неизвестной; то полученное уравнение равносильно данному. 

 В частности, если обе части уравнения умножить на то же число, 

которое не равно нулю, то получим уравнение, равносильно данному. 

 Деление на любое число, отличающееся от нуля, можно рассмат-

ривать как умножение на число, обратное данному. Поэтому обе части 

уравнения можно также и разделить на одно и то же число, отличаю-

щееся от нуля. 

 Следствия из теоремы 2: 

 знаки всех членов уравнения можно изменить на противополож-

ные; 

 уравнение, в котором числовые коэффициенты всех или некоторых 

членов – дробные числа, можно заменить равносильным к нему уравне-

нием с целыми коэффициентами (для этого обе части уравнения нужно 



 

 

15 

умножить на наименьшее общее кратное знаменателей дробных коэф-

фициентов). 
 

 Общий вид линейного уравнения 0bax , где a  и b – некото-

рые вещественные числа.  

 Решение этого уравнения находят по формуле: 
a

b
x .  

 

 Квадратным уравнением называют уравнение вида: 
 

      02 cbxax ,   

где c,b,a  – вещественные числа, коэффициенты уравнения.  

 

 Решения этого уравнения находят по формуле: 
 

                
a

acbb
x

2

42

2,1 .                            (1.7) 

 

 Если выражение acbD 42
, которое стоит под знаком квадрат-

ного корня, будет положительным вещественным числом, тогда из фор-

мулы (1.7) получим два разных решения.  

 Если 0D , тогда получим два равных действительных корня. 

 Если 0D , тогда получим пару сопряженных комплексных реше-

ний квадратного уравнения.  

 Биквадратным уравнением называют уравнение вида: 
 

024 cbxax . 

 Такое уравнение подстановкой 0,2 ttx  приводят к квадрат-

ному уравнению относительно переменной t .  

 После нахождения корней полученного квадратного уравнения 

возвращаются к искомой неизвестной x .  

 Рациональными уравнениями называют такие уравнения, кото-

рые содержат отношение многочленов, зависимых от неизвестного.  

 В начале решения таких уравнений нужно определить область до-

пустимых значений решений, то есть тех значений неизвестных, при ко-

торых знаменатель дроби не равен нулю. При решении таких уравнений 

целесообразно свободные от неизвестного члены уравнения перенести 
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в правую часть уравнения, а все члены, которые содержат неизвестное, 

перенести в левую часть уравнения и привести к общему знаменателю. 

Потом обе части уравнения умножить на знаменатель, перенести пра-

вую часть уравнения в левую часть и решить полученное уравнение.  

 Иррациональными называют такие уравнения, в которых неиз-

вестное содержится под знаком корня.  

 При нахождении области допустимых значений решений следует 

руководствоваться тем, что выражение под корнем четной степени 

должно быть 0. Если область допустимых значений найти трудно, то 

после решения уравнения делают проверку путем подстановки найден-

ного решения в заданное уравнение.  

 Показательными уравнениями называют такие уравнения, кото-

рые содержат неизвестное в показателе степени.  

 При решении показательных уравнений используют свойства пока-

зательных выражений и специальные приемы: приведение обеих частей 

уравнения к одинаковому основанию; вынесение за скобки общего мно-

жителя, введение новой переменной, деление обеих частей уравнения 

на одинаковое выражение, логарифмирование обеих частей.  

 Логарифмическими называют такие уравнения, которые содер-

жат неизвестное под знаком логарифма.  

 При решении логарифмических уравнений используют основные 

свойства логарифмов.   

 Любое конечное множество уравнений называется системой урав-

нений. Решением системы уравнений называется упорядоченный на-

бор чисел, который является решением каждого из уравнений системы. 

 Наряду с уравнениями существует много разновидностей нера-

венств: линейные, квадратные, рациональные, иррациональные, пока-

зательные, логарифмические, показательно-логарифмические, с моду-

лями. 

 При решении неравенств используют такие их свойства:  

 1) неравенство не изменится, если добавить или вычесть одинако-

вое вещественное число из обеих его частей;  

 2)  неравенство не изменяется, если обе его части умножить или 

разделить на одинаковое положительное число;  

 3)  при умножении и делении неравенства на отрицательное число 

неравенство изменяет свой знак на противоположный.  
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 В общем случае решение неравенств вида 0)x(f  и 0)x(f  

для любого выражения целесообразно проводить методом интервалов. 

Суть этого метода состоит в том, что корни уравнения 0)x(f  делят 

всю область определения функции )x(f  на интервалы, на которых 

)x(f  имеет постоянный знак. Поэтому можно определить знак функции 

на каждом интервале путем подстановки в функцию вместо x  любой 

точки 0x  из рассматриваемого интервала, а потом выбрать те интерва-

лы, на которых функция имеет знак заданного неравенства. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Какова роль математики в развитии экономических наук? 

2. Какие функции применения математических методов в решении 

практических задач? Охарактеризуйте математические модели, которые 

используются в экономике. 

3. Какие используются множества и их классификация? 

4. Что такое вещественные числа? 

5. Что называется абсолютной величиной числа? 

6. Какие свойства абсолютных величин? 

7. Какие виды уравнений и неравенств вы знаете? Опишите мето-

ды их решения. 

 

Упражнения 

Решить уравнения: 
 

1.1. 3732 xxx . 

1.2. 100)9)(12( xx . 

1.3. 25)3( 2x . 

1.4. 070311 2xx . 

1.5. 02392 xxx . 

1.6. 4473 2 xx . 
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1.7. 
2

2

2

24
32

72
xx

xx

xx
. 

1.8. 32 33 2 xx . 

1.9. 98232 xxx . 

1.10. 14323-2 xx . 

1.11. 281642 2/112 xxx
. 

1.12. 
3421 53537 xxxx
. 

1.13. 042332 112 xx
. 

1.14. 
xxx 272188 . 

1.15. 
xxx ,256104 . 

1.16. 01loglog 32 x . 

1.17. 03loglog 2
2
2 xx . 

1.18. 3loglog 22/1 xx . 

 

Решить неравенства: 

 

1.19. 20)9)(12( xx . 

1.20. 070311 2xx . 

1.21. 13
235 2 xx

x . 

1.22. 

xx 433

9

10

10

3
2

. 

1.23. 
xxxx 14234 . 

 

1.24. )1(log)7(log 24 xx . 
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2. Система линейных уравнений  

 

2.1. Определение системы линейных уравнений. Решение  

системы линейных уравнений 

 

При решении экономических задач и при рассмотрении частных 

проблем наиболее употребительными в аппарате исследования явля-

ются системы линейных уравнений.  

Системой линейных уравнений называется конечная совокуп-

ность линейных уравнений относительно неизвестных njx j ,1 . 

Система m  линейных уравнений с n  неизвестными имеет вид: 

 

    

,...

...................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

         (2.1) 

где njx j ,1  – неизвестные;  

 njmiba iij ,1,,1,  – соответственно коэффициенты при неиз-

вестных и свободные члены системы линейных уравнений. 

 

 Приведенная форма записи называется канонической.  

Решением системы линейных уравнений называется совокуп-

ность чисел n,...,, 21 , при подстановке которых в эту систему каж-

дое уравнение данной системы превращается в тождество.  

Система уравнений, которая имеет хотя бы одно решение, называ-

ется совместной, в противном случае система несовместна.  

 
2.2. Определенные и неопределенные системы линейных  

уравнений. Метод последовательного исключения неизвестных 

 

 Если система имеет только одно  решение, она является опреде-

ленной, а если система имеет множество решений, то она называется 

неопределенной.  
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Системы уравнений называются эквивалентными, если они имеют 

одно и то же множество решений. 

Исходную систему можно привести к эквивалентной системе с по-

мощью элементарных преобразований. К элементарным преобразова-

ниям относятся: перестановка уравнений или слагаемых в уравнениях, 

умножение уравнения на число, которое  0, сложение уравнений сис-

темы.  

Среди известных методов решения систем линейных уравнений 

следует отметить метод исключения Гаусса и его модификацию, в ча-

стности метод Жордана – Гаусса полного исключения неизвестных.  

Суть метода Гаусса заключается в том, что с помощью элементар-

ных преобразований от исходной системы переходят к эквивалентной 

системе, в которой, начиная со второго уравнения, последовательно ис-

ключаются неизвестные. 

Пусть в системе уравнений 011a . Разделим первое уравнение 

системы на 11a .  

Далее умножим первое уравнение последовательно на 1ia  

ni ,2   и прибавим ко всем остальным уравнениям системы.  

Система уравнений при этом будет иметь вид: 

 

....

...................................................

,...

,...

)1()1(
2

)1(
2

)1(
2

)1(
22

)1(
22

)1(
1

)1(
12

)1(
121

mnmnm

nn

nn

bxaxa

bxaxa

bxaxax

            (2.2) 

 

С помощью аналогичных преобразований систему приводят к тре-

угольному виду: 

 

.

...................................................
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22
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n
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n
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n
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bxax

bxaxax

   (2.3) 
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или трапециеподобному виду:  
 

....

......................................................................................................

,......

,......
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r
rn

r
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r
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r
n

r
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r
rr

r
r

r

r
n

r
nr

r
rr

r
r

rr

bxaxax

bxaxaxaxax

bxaxaxaxaxax

   (2.4) 

 

Переход от исходной системы к эквивалентной (2.3) или (2.4) на-

зывается прямым ходом метода Гаусса, а нахождение неизвестных из 

полученной системы называют обратным ходом метода Гаусса.  

Если в результате преобразований система уравнений имеет тре-

угольный вид, то она имеет единственное решение.  

В случае трапециеподобного вида – система неопределенная 

(уравнение вида 00...00 21 nxxx  отбрасываем).  

Следует отметить, что исследование системы проводится парал-

лельно с исключением неизвестных. 

 

Пример 2.1. Решить систему уравнений методом Гаусса: 
 

.122

,2323

,33234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. 

Элементарные преобразования системы уравнений удобно прово-

дить в таблице (схема Гаусса) с контролем вычислений. Вычисление бу-

дем выполнять в табл. 2.1. Над контрольными суммами в каждой строке 

выполняются те же операции, что над всеми другими элементами этой 

строки. При отсутствии ошибок вычисления элементы столбца равны 

суммам элементов, соответствующих преобразованных строк. В резуль-

тате преобразований получили треугольный вид системы. По данным 

табл. 2.1 запишем эквивалентную систему уравнений: 
 

.2

,135

,122

3

32

321

x

xx

xxx
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Таблица 2.1 

Схема Гаусса 
 

№  п/п 321 xxx     Правые части уравнений  Примечания 

I 

ІІ 

ІІІ 

4

3

1

    

3

2

1

  

2

1

2

 

33

23

12

 

42

29

16

 

 

ІV 

V 

VI 

1

0

0

  

1

1

1

   

2

5

6

 

12

13

15

 

16

19

22

 

ІІІ 

ІV 3 II  

ІV 4 I  

VIІ 

VIІІ 

ІХ 

1

0

0

    

1

1

0

   

2

5

1

 

12

13

2

 

16

19

3

 

ІV 

V 1 VI  

 

Х 

ХІ 

ХІІ 

1

0

0

    

1

1

0

     

2

5

1

 

12

13

2

 

16

19

3

 

VIІ 

VIІ 

ІХ 1  

 

Выполняем обратный ход метода Гаусса. Из последнего уравнения  

эквивалентной системы определяем 23x , из второго – 3513 32 xx , 

из первого  – 5212 321 xxx .   

Ответ: 1 2 35; 3; 2x x x .  

  

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Какая система уравнений называется линейной? 

2. Записать систему m линейных уравнений с n   неизвестными. 

3. Что называется решением системы линейных уравнений? 

4. Какие системы называются эквивалентными? 

5. Какие преобразования называются элементарными? Наховите 

их виды. 

6. В чем заключается метод Гаусса? Описать прямой и обратный 

ход метода. 

7. Какая система линейных уравнений называется определенной? 

8. Какая система называется несовместной? 
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Упражнения 

 

Решить методом Гаусса системы уравнений: 
 

2.1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

22

3 2 47

3 18

x x x

x x x

x x x

.      2.2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 6

2 3 7 16

5 2 16

x x x

x x x

x x x

. 

 

2.3. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4 5

2 3 3

3 2 2

x x x

x x x

x x x

.      2.4.  

42

722

523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

2.5. 

7611

323

224

321

321

321

xxx

xxx

xxx

.      2.6.  

22

64

7332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

  

2.7. 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

1 2 3

2 3 4 7

2 2 5

4 3

2 1

x x x x

x x x

x x x

x x x

. 

 

 

3. Определители 

 

3.1. Определители второго порядка и третьего порядков. 

 Определители n -го порядка 

 

Рассмотрим самую простую систему уравнений, которая состоит из 

двух линейных уравнений с двумя неизвестными: 
 

.

,

2322221

1212111

bxaxa

bxaxa
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Решим эту систему методом последовательного исключения неиз-

вестных. С этой целью исключим сначала неизвестное 2x . Для этого 

найдем произведение первого уравнения на 22a , а второго – на ( 12a ). 

 После сложения первого и второго уравнений имеем: 
 

21122211

122221
1

aaaa

abab
x . 

 

Исключив аналогично переменную  1x , получим:  

 

21122211

211112
2

aaaa

abab
x ,  если  .021122211 aaaa  

 

 Число  

2221

1211
21122211

aa

aa
aaaa      (3.1) 

это определитель второго порядка таблицы чисел 
2221

1211

aa

aa
.  

 

Следовательно, определитель – это число, которое ставится  в 

соответствие квадратной таблице чисел и вычисляется по определен-

ному правилу. Порядок определителя устанавливается числом строк 

(столбцов) квадратной таблицы чисел. 

Самыми простыми определителями являются определители вто-

рого и третьего порядков: 

 

        21122211
2221

1211
2 aaaa

aa

aa
, 

 

.3321112322314312213322113312312332211

333231

232221

131211

3

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

 

 



 

 

25 

3.2. Свойства определителей 

 

1. Свойство равноправия строк и столбцов.  

Если заменить строки определителя соответствующими столбца-

ми, величина определителя не изменится, то есть: 

11 12 13 11 21 31

21 22 23 12 22 32

31 32 33 13 23 33

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a
. 

 

2. Свойство антисимметрии при перестановке двух строк (двух 

столбцов).   

При  перестановке  двух  строк  (столбцов)  определитель сохраня-

ет свою абсолютную величину, но изменяет знак на противоположный, 

то есть: 
 

11 12 13 21 22 23

21 22 23 12 12 13

31 32 33 31 32 33

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

. 

 

Для описания других свойств определителей введем такие поня-

тия:   

минор ijM  элемента ija  определителя n -го порядка – это опреде-

литель ( 1n )-го порядка, который получен из данного вычеркиванием і-

й строки и j-го столбца, на пересечении которых находится элемент  ija ; 

алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  определителя 

называется число  

ijij MA 1 . 

 

Пример 3.1. Найти минор 32M  и алгебраическое дополнение 32A  

для определителя  

1 5 4

2 1 3

2 4 7

. 
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Решение. 

Минор 32M  элемента 32a  получается вычеркиванием из данного 

определителя 3-й строки и 2-го столбца.  

 

Полученный определитель 2-го порядка равен: 
 

.583
32

41
32M  

 

 Алгебраическое дополнение: .55151
523

32A  

 

Миноры и алгебраические дополнения играют важную роль в ал-

гебре и ее приложениях. Одним из таких применений является теорема 

о способе вычисления определителей. 
 

Теорема. Определитель равен сумме произведений элементов 

любой строки на их алгебраические дополнения: 
 

.,1,...2211 niAaAaAa ininiiii   (3.2) 

 

Формула (3.2) называется формулой разложения определителя 

по i -й строке.  

Аналогичное утверждение имеет место и для разложения опреде-

лителя по любому столбцу. 

На основе введенных понятий можно сформулировать следующие 

свойства определителя: 

1. Сумма произведений элементов любой строки на алгебраиче-

ские дополнения этих элементов равна величине определителя, а сум-

ма произведений элементов любой строки на алгебраические дополне-

ния  соответствующих элементов параллельной строки равна нулю. 

2. Если элементы любой строки имеют общий множитель, то его 

можно вынести за знак определителя. 

3. Определитель равен нулю, если он имеет строку со всеми рав-

ными нулю элементами. 

4. Если элементы любой строки являются суммой двух слагаемых, 

то определитель можно представить в виде суммы двух определителей, 

в которых элементы данной строки равны соответствующим слагаемым. 
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5. Определитель по своей величине не изменится, если к элемен-

там любой строки добавить элементы параллельной строки, которые 

умножены на одно и то же число .  

 Заметим, что все приведенные свойства определителей остаются 

верными для определителей любого порядка.  

Пример 3.2. Вычислить определитель  
5 3

2 5
. 

Решение. 

 Воспользуемся формулой (3.1): 
 

5 3
5 5 3 ( 2) 19

2 5
. 

 

Пример 3.3. Вычислить определитель  

1 5 4

2 1 3

2 4 7

. 

Решение. 

 Воспользуемся формулой (3.2): 
 

.65401005
42

12
14

72

32
15

74

31
11

742

312

451
2111

 

 

3.3. Способы вычисления определителей 

 

Приведем основные способы вычисления определителей. 

1. Способ миноров. Основой является вычисление по определе-

нию – формулы разложения определителя по элементам строки или 

столбца. 

2. Способ нулей. Основа – использование свойств определите-

лей, то есть преобразование строки (столбца) с более чем одним отли-

чающимся от нуля элементом.  
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3. Способ треугольника. Основой является приведение опреде-

лителя к треугольному виду, то есть к виду, когда над или под главной 

диагональю определителя все элементы равны нулю: 

  

nnaaa ...2211 , 

где nnaaa ,...,, 2211  – преобразованные элементы главной диагонали. 

 

Наиболее часто применяется способ (2), так как он позволяет сни-

зить порядок определителя. 
 

Пример 3.4. Вычислить определитель   
 

4 3 2

3 2 1

1 1 2

. 

Решение. 

 

4 3 2 0 1 6
1 6

3 2 1 0 1 5 1
1 5

1 1 2 1 1 2

. 

 

При преобразовании третья строка определителя умножена на (–3) 

и прибавлена ко второй строке, дальше третья строка умножена на (–4) 

и прибавлена к первой строке. 
 

Пример 3.5. Вычислить определитель четвертого порядка: 
 

5 1 3 5

4 2 1 3

4 0 2 1

2 4 7 1

. 

Решение. 

Для вычисления используем свойства определителей.  

Первую строку оставим без изменения, а ко второй нужно приба-

вить первую, умноженную на (–2). К четвертой строке прибавим первую, 

умноженную на (–4): 
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8 1 3 5

14 0 5 7

4 0 2 1

18 0 5 19

. 

 

Разложим определитель по элементам второго столбца и получим: 
 

1 2

14 5 7 14 5 7

1 4 2 1 4 2 1

18 5 19 18 5 19

. 

 

Аналогично понижаем порядок полученного определителя.  

Вторую строку оставим без изменения; первую прибавим ко вто-

рой, умноженной на (-7); третью прибавим ко второй, умноженной на 19.  

 Тогда: 

 
2 3

14 9 0
14 9 14 9

4 2 1 ( 1) 60
58 33 58 33

58 33 0

. 

 

С помощью аналогичных преобразований определитель n -го по-

рядка можно привести к треугольному виду.  

Тогда в полученном определителе все элементы, которые стоят 

под главной диагональю, будут равны нулю, а его величина равна про-

изведению элементов, которые стоят на главной диагонали. 

 

3.4. Правило Крамера решения систем n  линейных уравнений  

c n  неизвестными 

 

Найдем решение системы: 
 

,...

...................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

.     (3.3) 
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При этом ее определитель имеет вид: 

 

.0

...

............

...

...

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

 

Умножим каждое уравнение системы 
1

n

ij j i
j

a x b  1,i n  на 

ijA  – алгебраические дополнения j-го столбца, и найдем сумму этих 

уравнений.   

Тогда:   

n

i
iji

n

i
ijinn

n

i
iji

n

i
iji AbAaxAaxAax

111
22

1
11 ....  

 

При этом все коэффициенты при jx , кроме одного, равны нулю, то 

есть:  

1 1

n n

j ij ij i ij
i i

x a A b A ,    j jx , 

 

где  – определитель системы; j  – определитель, который получили 

из определителя системы заменой j-го столбца на столбец свободных 

членов ib .  
 

 Если 0, то система имеет единственное решение:  
 

j

jx  1,j n . 

 

 Это и есть правило Крамера нахождения неизвестных jx .  

 

Пример 3.6. Решить систему 
1 2

1 2

5 3 310

3 2 190

x x

x x
. 
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Решение. 

По правилу Крамера: 
 

1

310 3

190 2 310 2 190 3
50

5 3 5 2 3 3

3 2

x ; 2

5 310

3 190 5 190 3 310
20

5 3 5 2 3 3

3 2

x . 

 

Пример 3.7. Решить систему уравнений:  
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 2 33

3 2 23

2 12

x x x

x x x

x x x

. 

Решение. 

,01

211

123

234

 ,5

2112

1223

2333

1x
 

 

,3

2121

1233

2334

2x  .2

1211

2323

3334

3x   

 

Следовательно, 
1

1 5;
x

x  
2

2 3;
x

x  
3

3 2
x

x . 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Привести определение определителя второго и третьего поряд-

ков. 

2. Чем определяется порядок определителя? 

3. Что называется минором некоторого элемента определителя? 

4. Что называется алгебраическим дополнением некоторого эле-

мента  определителя? 

5. Перечислить свойства определителя. 
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6. Какие преобразования не изменяют величину определителя? 

7. Какие преобразования изменяют лишь знак определителя? 

8. При каких условиях определитель равен нулю? 

9. Какие способы вычисления определителя: 

а) третьего порядка;  

б) n-го порядка?  

10. Как решить систему уравнений по правилу Крамера? 

 

Упражнения 

 

Вычислить определители: 
 

3.1.   

2 4 1

3 6 2 .

4 1 3

    3.2.   

1 2 3

2 1 4 .

3 1 1

 

 

3.3.   

1 2 2 2

2 2 2 2
.

2 2 3 2

2 2 2 4

   3.4. 

1 2 2 3

3 1 4 6
.

1 0 0 1

1 2 1 7

  

 

3.5.  

2 1 3 1 1

1 2 1 3 1

3 4 5 5 3

1 3 2 4 2

5 5 6 8 2

.  3.6. 

1 1 2 2 3

0 1 3 1 2

4 2 1 3 1

0 5 1 1 4

5 3 5 1 2

. 

 

Решить по правилу Крамера системы уравнений: 

 

3.7.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 7 2

6 3 4 11

5 2 3 11

x x x

x x x

x x x

.   3.8. 

1 2 3

1 2 3

1 2

2 3 7

4 2 1

4 5

x x x

x x x

x x

.  
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4. Матрицы 

 

4.1. Виды матриц 

 

Прямоугольная таблица чисел, которая имеет m строк и n  столб-

цов, называется матрицей, а сами числа – ее элементами.  

Обозначают матрицы большими буквами латинского алфавита 

,,, CBA  ..., а их элементы – ija , ijb , ijc , ... , где i  – номер строки матри-

цы ),( mii , j  – номер столбца матрицы ),( nij .  

При этом размер матрицы обозначается nm , где m – число 

строк, n  – число столбцов матрицы. 

Матрицу  

][ nm
A = 

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

         (4.1) 

 

также записывают в сокращенном виде:  
 

ijaA , 
][ nm

A = ][ ija , 
][ nm

A = ija . 

 

Если в матрице число столбцов и число строк одинаково и равно 

n , то матрица называется квадратной матрицей. Тогда число n  назы-

вается порядком матрицы.  

Матрицу, которая имеет одну строку (столбец), называют матри-

цей-строкой (матрицей-столбцом).  

Матрица 
TA , которая получается из данной матрицы заменой ее 

строк столбцами, называется транспонированной матрицей к A: 
 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

m

mT

n n mn

a a a

a a a
A

a a a

. 
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Если все элементы матрицы равны нулю, то матрицу A называют 

нулевой: 0A A.  

Множество элементов квадратной матрицы 11 22, , ..., nna a a  назы-

вается главной диагональю матрицы, а множество элементов 

1 2( 1) ( 1)2 1, , ..., ,n n n na a a a  – побочной диагональю. 

Квадратная матрица называется диагональной матрицей, если 

все ее элементы, которые находятся вне главной диагонали, равны ну-

лю: 

11

22

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... nn

a

a
D

a

. 

 

Единичная матрица – это диагональная матрица, у которой все 

элементы главной диагонали равны единице, а все остальные элементы 

– нулю: 
 

1...00

............

0...10

0...01

E .

 

 

Две матрицы A и B называются равными, если они обе одного 

размера m n  и их соответствующие элементы равны: 
 

ij ija b . 

 

4.2. Ранг матрицы. Теорема Кронекера – Капелли  

о совместности системы линейных уравнений 

 

Рассмотрим матрицу 
][ nm

A = ][ ija .  

Минором k -го порядка матрицы A называют определитель мат-

рицы, все элементы которого находятся на пересечении выбранных k  

строк и k столбцов матрицы A, и обозначается kM .  
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Порядок минора матрицы не может быть больше, чем наименьшее 

из чисел nm, , то есть min ,k m n . 

Ранг матрицы A – это число r , которое равно наибольшему по-

рядку отличающегося от нуля ее минора: 0 min ,r m n . 

Отличный от нуля минор матрицы, порядок которого равен рангу 

матрицы, называется базисным минором этой матрицы. Столбцы и 

строки матрицы, участвующие в образовании базисного минора, также 

называются базисными. 
 

Пример 4.1. Найти ранг матрицы  
 

2 0 3

1 4 1

3 12 3

A . 

Решение.   

Найдем минор 3-го порядка:  
 

3

2 0 3

1 4 1 0

3 12 3

M . 

 

Но при этом есть минор второго порядка, который отличен от нуля: 
 

2

2 0
8

1 4
M . 

 

Таким образом, ранг матрицы равен 2.  
 

Матрицы, которые имеют равные ранги, называются эквивалент-

ными и соединяются знаком "~". 

При вычислении ранга матрицы важное значение имеют элемен-

тарные преобразования матриц: 

а) умножение всех элементов строки (столбца) на одно и то же 

число, отличающееся от нуля; 

б) прибавление к элементам строки (столбца) матрицы соответст-

вующих элементов другой строки (столбца), умноженных на одно и то же 

число; 
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в) перестановка местами строк (столбцов) в матрице; 

г) вычеркивание строк (столбцов) матрицы, все элементы которых 

равны нулю. 
 

Теорема 1. При элементарных преобразованиях ранг матрицы не 

изменяется. 
 

Теорема 2. Если некоторый минор r -го порядка матрицы A не ра-

вен нулю, а все миноры 1r -го порядка, которые включают его как 

минор, равны нулю, то ранг матрицы равен r . 
 

Теорема 3. При транспонировании матрицы ее ранг не изменяется. 

 

Пример 4.2. Найти ранг матрицы  
 

1 2 3 4

2 4 5 1

5 10 7 2

A . 

Решение.  

Умножим первую строку матрицы на (–2) и прибавим ко второй. 

Дальше умножим первую строку на (–5) и прибавим к третьей. 

Тогда: 
 

.
91100

4321
~

182200

91100

4321

~

27105

1542

4321

A  

 

 Вторая и третья строки пропорциональны и одну из них можно от-

бросить.  

 Получим: 2

2 3
22 0

0 11
M , то есть ранг матрицы равен 2. 

 

На практике приходится исследовать системы уравнений общего 

вида, в которых число уравнений системы не совпадает с числом неиз-

вестных. 
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Рассмотрим систему m линейных уравнений с n  неизвестными: 

 

,...

...................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

   (4.2) 

где ijA a  1, ; 1,i m j n – матрица системы;  

 iB b 1,i m ; jX x  1,j n  – матрицы-столбцы свобод-

ных и неизвестных членов соответственно.  
 

 Матрицу A, дополненную свободным столбцом B, называют рас-

ширенной матрицей системы .BA  

 Исследовать систему – это значит решить вопрос о ее совместно-

сти и определенности. Для исследования системы применяется теоре-

ма Кронекера – Капелли. 

Теорема. Система линейных уравнений совместна тогда и только 

тогда, когда ранг матрицы системы Ar  равен рангу расширенной матри-

цы системы BAr . 

При этом если:  

nrr BAA  система имеет только одно решение; 

nrr BAA  система имеет множество решений; 

BAA rr  система несовместна. 

 

Следовательно, для ответа на вопрос относительно совместности 

системы необходимо вычислить ранги матриц A и BA . 

Особенно важным случаем при исследовании системы является 

случай, когда nrr BAA , то есть система имеет множество  решений. 

Пусть коэффициенты матрицы при первых r  неизвестных образу-

ют отличающийся от нуля определитель, то есть ранг матрицы системы 

равен rrA .  
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Для решения системы неизвестные 1,jx j r  оставляем слева, 

а неизвестные  1,jx j r n  перенесем направо: 

 

.......

..........................................................................................................

,......

,......

22112211

222211222222121

122111111212111

nrnrrrrrrrrrrrr

nnrrrrrr

nnrrrrrr

xaxaxabxaxaxa

xaxaxabxaxaxa

xaxaxabxaxaxa

  (4.3) 

 

 Неизвестные 1,jx j r  будем называть базисными, остальные 

неизвестные – свободными. Базисные неизвестные выразим через  

свободные.  

 Тогда:   

).,...,,(

......................................

),,...,,(

),,...,,(

21

2122

2111

nrrrr

nrr

nrr

xxxfx

xxxfx

xxxfx

    (4.4) 

 

 Нужно отметить, если ранг матрицы системы nrrA , то в фор-

муле (4.4) – это единственное решение системы. В случае если 

nrrA , полученные формулы называют общим решением системы.  

 Из общего решения системы можно найти частные решения, при-

сваивая свободным неизвестным произвольные значения. Частные ре-

шения при нулевых значениях свободных неизвестных – это базисные 

решения. Если в базисных решениях все переменные принимают неот-

рицательные значения, то такие частные решения называют опорными.  
 

Пример 4.3. Провести исследование и найти решение в случае со-

вместности системы уравнений: 

.4342

,72

,323

,1022

4321

431

432

4321

xxxx

xxx

xxx

xxxx
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 Решение.    

Запишем расширенную матрицу системы и приведем ее к тре-

угольному или трапециеподобному виду: 

~

43412

71102

32310

101212

BA  ~

64620

32310

32310

55,015,01

 

 

.

00000

00000

32310

55,015,01

 

 

Таким образом, 2BAA rr .  

Система уравнений совместна и имеет множество решений.  

В этом случае решить систему – это значит найти ее общее реше-

ние. В результате преобразований получаем систему уравнений: 

 

.32

,55,05,0

432

4321

xxx

xxxx
 

 

Пусть базисными неизвестными будут 21, xx . Неизвестные 43, xx  –

свободные. Найдем 2x  из второго уравнения: 

 

432 233 xxx . 

 

Подставляя 2x  в первое уравнение системы, определим: 

 

.5,05,05,35,0)233(5,05 4343431 xxxxxxx . 

 

Таким образом, общее решение системы будет: 
 

.233

,5,05,05,3

432

431

xxx

xxx
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Если свободные неизвестные равны нулю 043 xx , то найдем 

,3;5,3 21 xx  то есть 0;0;3;5,3X  – базисное решение.  

Это базисное решение будет опорным, потому что все переменные 

в нем неотрицательны.  

 

4.3. Системы однородных уравнений 

 

Система линейных уравнений называется однородной, если сво-

бодные члены в каждом уравнении системы равны нулю: 

 

 ,0AX       (4.5) 

где .

0

...

0

0

0,
...

,,1,,1,
2

1

n

ij

x

x

x

XnjmiaA  

 

Система однородных линейных уравнений всегда совместна.  

Она имеет или единственное решение, или множество решений. 

 Если nrA , то система имеет единственное (тривиальное) реше-

ние 0X ;  

если nrA , то система, кроме тривиального, имеет множество 

решений. 

Если число уравнений однородной системы меньше числа ее не-

известных, то эта система имеет ненулевое решение. 

Если в однородной системе число уравнений равно числу неиз-

вестных, то она имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда 

определитель матрицы системы равен нулю. 

 

Пример 4.4. Решить систему уравнений: 

.0324

,02

4321

4321

xxxx

xxxx
 

Решение. 

Ранг матрицы 2Ar , потому что минор 0
14

12
2M . 
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 Данная система уравнений эквивалентна системе: 
 

.324

,2

4231

4231

xxxx

xxxx
 

 Тогда:  

,
3

5
,

6

23
43

42
1 xx

xx
x  

 

то есть нашли общее решение системы, из которого можно получить 

множество нетривиальных частных решений системы, если свободным 

неизвестным 42, xx присваивать произвольные значения. 

 

4.4. Действия над матрицами 

 

Определены такие действия над матрицами: 

1. Сумма матриц одинакового размера CBA , где элементы  

матрицы C  равны сумме соответствующих элементов матриц A и B: 

ijijij bac . 

2. Произведение матрицы на скалярный множитель BAk , где 

ijkaB , то есть каждый элемент матрицы A умножается на число k . 

3. Произведение матриц CAB  согласно правилу «строка на 

столбец»: чтобы получить элемент, стоящий в i -й строке и j -м столбце 

матрицы C , равной произведению матриц A и B, нужно элементы i -й 

строки первой матрицы умножить на соответствующие элементы  j -го 

столбца второй и полученные произведения сложить. При этом необхо-

димо, чтобы число столбцов первой матрицы было равно числу строк 

второй.  

 Следует отметить, что операция произведения матриц имеет свои 

особенности. В общем случае BAAB  (из определения произведения). 

Если такое равенство выполняется, то матрицы называют коммута-

тивными. 

Операции с матрицами имеют такие же свойства, что и операции 

над числами: 

1) ABBA ; 2) BCACCBA )( ; 
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3) ( ) ( )A B C A B C ; 4) ( ) ( ) ( )AB A B A B ; 

5) ( )A B A B ; 6) AB C A BC ; 

7) ACABCBA )( ; 8) AE EA A. 

 

Пример 4.5. В отчете (табл. 4.1) приведены данные о производст-

ве трех видов продукции четырьмя предприятиями за два года. 
 

Таблица 4.1 

Отчет работы за два года 
 

Продукция 
 2009 г.  2010 г. 

1 2 3 4 1 2 3 4 

1 35 20 27 15 40 35 38 27 

2 100 112 135 148 150 170 145 160 

3 125 180 110 95 135 175 115 105 

 

Найти суммарное производство за два года каждого вида продук-

ции по каждому предприятию. 

Решение.  

Данную по условию таблицу запишем в виде двух матриц размера 

3 4: 

.

105115175135

160145170150

27383540

;

95110180125

148135112100

15272035

BA  

 

Данные матрицы – это матрицы одного размера.  

Поэтому их можно складывать: 
 

.

200225355260

380280282250

42655575

BAC  

 

Матрица C  характеризует суммарное производство за два года 

каждого вида продукции по каждому предприятию.  

По данным задачи можно также определить изменение объема 

производства продукции по каждому предприятию за год.  
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Для этого нужно найти разность матриц: 
 

.

105510

12105850

1211155

ABD  

 

Следовательно, производство продукции по сравнению с преды-

дущим годом в основном увеличилось. 
 

Пример 4.6. Найти произведение двух матриц: 
 

203

121
A  и  

013

102

241

B . 

Вычислим   

6149

458

013

102

241

203

121
BA , 

где 

8 1 1 2 1 1 3;

5 1 4 2 0 1 1;

4 1 2 2 1 1 0.

 

 

Произведение матриц AB  не существует (число столбцов матри-

цы B не равно числу строк матрицы A). 

 

4.5. Обратная матрица. Решение систем линейных уравнений  

с помощью обратной матрицы 

 

Аналогично операции частного чисел вводится операция нахожде-

ния матрицы, обратной к данной. Матрицу 
1A  называют обратной к 

матрице A, если произведение этой матрицы, как слева, так и справа, 

на матрицу A равно единичной матрице, то есть  
 

EAAAA 11
.    (4.6) 
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Как видно из последних равенств, обратную матрицу может иметь 

только квадратная матрица, но это условие недостаточно. 

Достаточным условием наличия обратной матрицы A есть условие 

0A , где A – определитель данной матрицы.  

Для вычисления обратной матрицы необходимо выполнить ряд 

действий: 

1. Вычислить определитель A . 

2. Составить матрицу из алгебраических дополнений элементов 

исходной матрицы. 

3. Транспонировать эту матрицу и получить матрицу 
*A .  

4. Разделить элементы матрицы  
*A  на величину определителя: 

 

*
1 A

A .      (4.7) 

 

Для проверки правильности полученного результата необходимо 

использовать формулу (4.6). 

 

Пример 4.7. Найти матрицу, обратную к матрице A: 
 

2 1 1

1 3 0

1 0 2

A . 

Решение.  

Вычислим определитель матрицы A: 
 

2 1 1 2 1 1
1 3

1 3 0 1 3 0 1 17
5 2

1 0 2 5 2 0

A . 

 

Находим все алгебраические дополнения ijA  элементов ija : 

 

11

3 0
6

0 2
A , 21

1 1
2

0 2
A , 31

1 1
3

3 0
A , 
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12

1 0
2

1 2
A , 22

2 1
5

1 2
A , 32

2 1
1

1 0
A , 

 

13

1 3
3

1 0
A , 23

2 1
1

1 0
A , 33

2 1
7

1 3
A . 

 

Таким образом: 

6 2 3

2 5 1

3 1 7

A , 
1

6 2 3

17 17 17

2 5 1

17 17 17

3 1 7

17 17 17

A . 

 

Проверим правильность полученного результата:  
 

1

2 1 1

1 3 0

1 0 2

A A ·

6 2 3

17 17 17

2 5 1

17 17 17

3 1 7

17 17 17

=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

. 

 

Обратная матрица используется для решения системы линейных ал-

гебраических уравнений. 

В матричной форме система линейных уравнений имеет вид:  
 

BAX ,      (4.8) 

где    ijaA   – матрица системы уравнений размерности nn ; 

jxX  – матрица-столбец размерности 1n ; 

ibB  – матрица-столбец размерности 1n . 

  

 Если умножить обе части равенства (4.9) справа на 
1A , то полу-

чим:  

.-1 -1A AX = A B  
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По определению обратной матрицы EAA 1
, а XEX , то есть  

 

.-1X = A B  

 

Пример 4.8. Решить систему линейных уравнений с помощью об-

ратной матрицы 

.122

,2323

,33234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. 

Матрица системы: .

211

123

234

A  

 

Найдем матрицу, обратную к матрице A. 

1. Вычислим определитель: .1

211

123

234

 

2. Составим матрицу из алгебраических дополнений: 

 

.

121

164

153

 

3. Транспонируем полученную матрицу:  
 

.

111

265

143
*A  

4. Разделим матрицу A на величину определителя:  
 

.

111

265

143
*

1 A
A  
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5. Проверим правильность вычислений: 
 

1A A .

100

010

001

111

265

143

.

211

123

234

 

 

Следовательно, обратная матрица найдена правильно. 
 

6. Определяем решение системы: 
 

.

2

3

5

12

23

33

.

111

265

143
1BAX  

 

Таким образом,  .2,3,5 321 xxx  

 

Матрицу, обратную к матрице A можно также найти с помощью 

элементарных преобразований. Пусть матрица X – обратная матрица, 

элементы которой неизвестны. 

Запишем матричное равенство:  
 

A X E .                                   (4.9) 
 

 Домножим обе части равенства (4.9) на 
1A .  

 Тогда  
1A AX A E-1

, то есть  E X A E-1= , 

 или 

.1EAX         (4.10) 

 

Следовательно, вычисление обратной матрицы эквивалентно ре-

шению системы линейных уравнений с матрицей A и n  столбцами сво-

бодных членов, которые являются столбцами единичной матрицы. 

Поэтому для нахождения обратной матрицы необходимо к данной 

матрице A дописать единичную, а дальше элементарными преобразо-

ваниями на месте матрицы A получить единичную, тогда на месте еди-

ничной будет  получена матрица, обратная данной. 
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Пример 4.9. Найти матрицу, обратную к данной:  

.

211

123

234

A  

Решение. 

Допишем к матрице A единичную матрицу и с помощью элемен-

тарных преобразований на месте матрицы A получим единичную: 
 

401

310

100

610

510

211

100

010

001

211

123

234

EA  

 

.

111

265

143

100

010

001

111

310

100

100

510

211

 

  

 Таким образом, 

.

111

265

143
1A  

 

Вычисление можно проводить в таблице с контролем. Если в про-

цессе получения матрицы контроль не выполнялся, то следует прове-

рить конечный результат произведением: A A E-1 = . 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что называют матрицей? Чем определяется размер матрицы? 

2. Какие виды матриц вам известны? 

3. Какие матрицы можно складывать? Как умножить матрицу на 

число? Какие матрицы можно перемножать? По какому правилу пере-

множают матрицы? 

4. Что называется рангом матрицы? Какие методы нахождения 

ранга вам известны? 
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5. Что понимают под элементарными преобразованиями? 

6. Что такое расширенная матрица? 

7. Сформулировать теорему Кронекера – Капелли. 

8. Какое решение называется:  

 а) общим;  б) частным; в) базисным; г) опорным? 

9. Какие особенности решения однородной системы уравнений? 

10. Какая матрица называется обратной к данной матрице? Для 

любой ли она существует?  

11. Как найти обратную матрицу? 

 

Упражнения 

 

Найти произведение матриц: 

 4.1. 
2 3 2 5

.
4 2 3 4

   4.2. 

5 4
2 5

2 5 .
3 4

3 1

 

4.3. 

2

1 2 3 4 .

1
      4.4. 

2 1 3 1

4 2 0 2 .

1 1 1 1

  

 

Исследовать на совместность и решить системы уравнений, 

если они совместны: 

 

4.5.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2

3 5

5 7

2 3 3 14

x x x

x x x

x x x

x x x

. 4.6. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 4

2 3 3 2

8 1

4 3 3 3 2

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

. 

 

4.7. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 1

9 6 3

3 4 1

x x x

x x x

x x x

.  4.8. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

2 1

2 5 5

x x x x

x x x x

x x x x

. 
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Решить системы однородных уравнений:  
 

4.9. 
1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 0

3 10 8 0

x x x x

x x x x
.    

 

4.10. 
1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

2 0

x x x x

x x x x
. 

 

4.11.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

3 2 0

3 0

x x x x

x x x x

x x x x
.      

 

 4.12. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 2 0

2 4 4 0

6 4 6 0

x x x x

x x x x

x x x x
. 

 

Найти обратную матрицу к матрице :A  

4.13. 
1 2

2 5
A .        4.14. 

4 2 3

1 1 1 .

5 2 4

A    

 

4.15. 

1 2 3

0 1 2 .

0 1 1

A                       4.16. 

1 5 3

1 5 2 .

0 0 1

A   

 

Решить с помощью обратной матрицы системы уравнений: 
 

4.17. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

2 3 2

4 3 7 0

x x x

x x x

x x x

.              4.18. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2

2 3 2 2

3 8

x x x

x x x

x x x

.  
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5. Жордановы исключения 

 

5.1. Обычные и модифицированные жордановы исключения 

 

Как было отмечено ранее, при решении системы уравнения мето-

дом Гаусса необходимо выполнить обратный ход.  

Выполнение «обратного хода» фактически эквивалентно приведе-

нию матрицы системы к единичной. В этом и заключается суть метода 

полного исключения, или метода Жордана – Гаусса.  

Целью преобразования системы уравнений по методу Жордана – 

Гаусса является сохранение любого неизвестного только в одном из 

уравнений и исключения этого неизвестного из всех остальных уравне-

ний. 

Для этого достаточно использовать два вида элементарных преоб-

разований:  

умножение (деление) уравнения системы (строки расширенной 

матрицы системы) на любое, не равное нулю число; 

прибавление (вычитание) к одному уравнению системы (строке 

матрицы) другого уравнения (строки), умноженного на любое число. 

Элементарными преобразованиями приводим матрицу системы:  
 

,...

...................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

 

к единичной n-го порядка (ранг матрицы nrr BAA ): 

 

.

..........................

,

,

)(

)(
22

)(
11

n
nn

n

n

bx

bx

bx

     (5.1) 
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или в матрице системы получим единичную матрицу r -го порядка  (ранг 

матрицы nrrr BAA ): 

 

....

......................................................................................................

,......

,......

)()(
1

)(
1

)(
2

)(
21

)(
12

)(
23

)(
212

)(
1

)(
11

)(
11

)(
13

)(
132

)(
121

r
rn

r
rnr

r
rrr

r
n

r
nr

r
rr

r
r

r

r
n

r
nr

r
rr

r
r

rr

bxaxax

bxaxaxaxax

bxaxaxaxaxax

  (5.2) 

 

Такой вид систем дает возможность без дополнительных вычисле-

ний получить значения неизвестных.  

В системе (5.1) искомые неизвестные равны свободным членам 

преобразованной системы.  

Из системы (5.2) легко найти общее решение системы. 
 

Пример 5.1. Решить  систему уравнений методом Жордана – Гаус-

са: 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

2 3 4

2 2 10

2 7
.

2 4 3 4

3 2 3

x x x x

x x x

x x x x

x x x

 

 

Решение. 

Для удобства все элементарные преобразования будем проводить 

в табл. 5.1. 

В процессе вычислений следует отметить, что после второй итера-

ции второе и третье уравнения стали тождествами.  

По двум последним строкам табл. 5.1 запишем систему: 

 

1 2 4

1 3 4

6 24
.

2 7

x x x

x x x
 

 

Полученная система имеет бесконечное множество решений.  

Найдем ее общее решение.  
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Таблица 5.1 

Схема Гаусса 
 

№  

строки 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  j

b   Примечания № итерации 

1 2 [1] 2 1 10 16 Ведущая строка 

Начальная  

система 

2 2 0 -1 -1 7 7  

3 2 -1 -4 -3 4 -2  

4 0 1 3 2 3 9  

5 2 1 2 1 10 16 [1] 

I 
6 2 0 -1 -1 7 7 [2] 

7 4 0 -2 -2 14 14 [1] + [3] 

8 -2 0 [1] 1 -7 -7 [4] – [1] 

9 6 1 0 -1 24 30 [12]  [–2] + [5] 

ІІ 
10 0 0 0 0 0 0 [12] + [6] 

11 0 0 0 0 0 0 [12]  [2] + [7] 

12 -2 0 1 1 -7 -7 [8] 

13 6 1 0 -1 24 30 [9] 
ІІІ 

14 -2 0 1 1 -7 -7 [12] 

 

Пусть 2x  и 3x  – базисные неизвестные, а 1x  и 4x  – свободные. Вы-

разим 2x  и 3x  через 1x  и 4x : 

 

2 1 4

3 1 4

24 6
.

7 2

x x x

x x x
 

 

Это общее решение системы, полученное по методу Жордана – 

Гаусса. 

Чтобы получить частные решения, нужно свободным переменным 

присваивать любые значения.  

Среди частных решений выделяют базисные решения системы. 

Это те решения, когда свободные переменные принимают нулевые зна-

чения.  

Если 01x  и 04x , то 2 24x , 3 7x . Это одно из базисных 

решений, где в качестве базисных переменных взяты 2x  и 3x .  
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Базисными могут быть такие пары неизвестных: 1 2x x ; 1 3x x ; 1 4x x ; 

2 4x x ; 3 4x x , если определитель при этих переменных 0. 

Преобразуем общее решение системы к виду: 
 

2 3 4

1 3 4

27
3 3

2
.

7 1 1

4 2 2

x x x

x x x
 

 

Получим еще одно базисное решение, а именно 3 40, 0,x x  

1 2

7 27
,

4 2
x x , которое является опорным ( 0jx ). 

 

5.2. Решение системы линейных уравнений с помощью  

жордановых исключений для анализа межотраслевого баланса 

 

Макроэкономика функционирования многоотраслевого хозяйства 

требует баланса между отдельными отраслями. Каждая отрасль, с од-

ной стороны, является производителем, а с другой – потребителем про-

дукции, выпускаемой другими отраслями. Возникает задача расчета 

связи между отраслями через выпуск и потребление продукции разного 

рода. Впервые эта проблема была сформулирована в 1936 г. в виде ма-

тематической модели в трудах известного американского экономиста 

В. Леонтьева. Эта модель основана на алгебре матриц и использует ап-

парат матричного анализа. 

Пусть есть n  отраслей промышленности, каждая из которых про-

изводит свою продукцию.  

Введем обозначения: 

ix  – общий объем продукции, которую изготовляет i -я отрасль; 

ijx  – объем продукции i -й отрасли, которую потребляет j -я от-

расль; 

i
y  – объем конечного спроса продукции i -й отрасли, nji ,1, . 
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Валовой объем продукции i -й отрасли равен суммарному объему     

продукции, которую потребляют n  отраслей, и конечной продукции, то 

есть: 

n

j
iiji yxx

1

ni ,1 .                            (5.3) 

 

Уравнения (5.3) называются соотношениями межотраслевого ба-

ланса.  

Эти соотношения можно записать в виде: 
 

n

j
ijiji yxax

1

ni ,1 .                              (5.4) 

где 
j

ij
ij

x

x
a  – коэффициенты прямых материальных затрат, которые 

показывают расходы продукции i -й отрасли на изготовление единицы 

продукции j -й отрасли , то есть измеряют технологические связи между 

отраслями. 
 

Соотношения баланса (5.4) можно записать в матричном виде:  
 

YAXX ,       (5.5) 

где  X  – матрица-столбец валового выпуска всех видов продукции; 

 A – матрица прямых расходов (технологические коэффициенты);  

 Y  – матрица-столбец конечного спроса. 
 

Основная задача межотраслевого баланса заключается в нахож-

дении такой матрицы X  валовой продукции, которая при известной 

матрице A прямых затрат обеспечит заданную матрицу Y  конечной 

продукции. 

Уравнение (5.5) можно переписать в виде: 
 

.E A X Y                                            (5.6) 

 

Систему (5.6) можно решить с помощью жордановых исключений, 

по правилу Крамера или с помощью обратной матрицы. 
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 Если 0,E A  то имеем решение системы: 

 

1
.X E A Y S Y                                     (5.7) 

 

 Матрица 
1

S E A  называется матрицей коэффициентов 

полных материальных затрат.  

 Исходя из экономического содержания задачи, 0, 0i ix y  и 

0ija . 

 Таким образом, баланс продукции на основе коэффициентов пря-

мых материальных затрат дает возможность определить по конечному 

продукту валовые выпуски продукции по отраслям. 

 Матрица A называется продуктивной, если для любого неотри-

цательного вектора конечной продукции Y   результат  решения матрич-

ного уравнения (5.7) также целиком неотрицателен. В таком случае и 

модель баланса называется продуктивной. 

 

Пример 5.2. Задана матрица прямых материальных затрат 

0,1 0,5

0,3 0,2
A  и  вектор 

400

500
Y  конечной продукции на плановый 

период (усл. ед.). 

Найти плановые объемы валовой продукции отраслей, межотрас-

левые поставки и чистую продукцию отраслей. 

Решение. 

Найдем матрицу E A:  
 

  
1 0 0,1 0,5 0,9 0,5

;
0 1 0,3 0,2 0,3 0,8

E A  

 

имеем систему:  .E A X Y  

 

 Решение полученной системы линейных уравнений при заданном 

векторе правой части Y  с  помощью  метода  Жордана – Гаусса  дает  
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новый вектор X  валовой продукции, как решение системы уравнений 

баланса: 

1000

1000
X . 

  Матрица S  полных материальных затрат: 
1

S E A . 

Найдем  

0,9 0,3
;

0,5 0,8

T
E A  

0,9 0,8 0,3 0,5 0,57.E A  
 

 Тогда  
1 0,8 0,5 1,404 0,8771

.
0,3 0,9 0,526 1,5790,57

S E A  

 

Можно также найти межотраслевые поставки 
ij

x : 

0,3 1000 0,5 1000 300 500
.

0,3 1000 0,2 1000 300 200
 

 

Чистая продукция является разницей между валовой продукцией 

отрасли и затратами всех отраслей на производство этой отрасли. 

Полученные результаты можно записать в виде таблицы межот-

раслевого баланса (табл. 5.2). 

Таблица 5.2 

Таблица межотраслевого баланса 
 

Отрасли I ІІ Конечный продукт Валовой продукт 

I 300 500 400 1000 

ІІ 300 200 500 1000 

Чистая продукция 400 300   

Валовая продук-

ция 
1000 1000   

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. В чем суть модифицированных жордановых исключений? 



 58 

2. Охарактеризовать модель межотраслевого баланса. 

3. Что такое продуктивная модель? 

4. В чем заключается анализ межотраслевого баланса? 

 

Упражнения 
 

Решить систему уравнений методом Жордана – Гаусса: 
 

 5.1.  

034

12

12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

.   5.2. 

023

2235

124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

 5.3. 

4

63

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

.   5.4. 

83

723

824

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

 5.5. 

223

82

42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

.   5.6. 

1223

82

434

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

 5.7.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

9 3 5 6 4

6 2 3 4 5

3 3 14 8

x x x x

x x x x

x x x x

. 

 

 

6. Векторы 

 

6.1. Декартовые координаты вектора и точки 

 

Различают два рода величин: скалярные и векторные. Если неко-

торая величина определяется ее числовым значением, то ее называют 

скалярной. Если при определении некоторой величины для ее полной 

характеристики, кроме числового значения, надо знать и ее направле-

ние, то такая величина называется векторной. 
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Вектор – это отрезок, который характеризуется длиной и направ-

лением. Начало вектора называется точкой его приложения. Изобража-

ется вектор отрезком со стрелкой, которая указывает его направление 

(рис. 6.1).  
 

 

Рис. 6.1 

 

Обозначается вектор AB , или a


. 

Направлением  вектора AB  называется направление луча AB, 

длиной (модулем) вектора AB  называется длина отрезка AB (обозна-

чается AB ). 

Два вектора называются равными, если: равны их длины, они па-

раллельны и направлены в одну и ту же сторону. Таким образом, рав-

ные векторы имеют равные длины и одинаковые направления.  

Вектор, противоположный вектору b


, обозначается как b


. 

Вектор, у которого начало и конец совпадают, называется нуле-

вым и обозначается 0


. Единичным вектором, или ортом данного век-

тора, называется вектор, совпадающий по направлению с данным век-

тором и имеющий модуль, равный единице.  

Суммой нескольких векторов, например: , , ,a b c d
  

, называется 

вектор: 

dcbaS


, 
 

который по величине и направлению равен вектору, началом которого 

является начало вектора a


 (первого слагаемого), а конец – конец век-

тора d  (последнего слагаемого).  
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 На рис. 6.2 показано как находится сумма векторов , , ,a b c d
  

 по 

правилу многоугольника. 
 

 

 

Рис. 6.2 

 

Под разностью векторов a


 и b


 понимаем вектор d a b
 

, ко-

торый равен сумме векторов a


 и b


. Вектор b


 параллелен векто-

ру b


, равен ему по модулю, но противоположно направлен. 

Произведением вектора a


 на скаляр k  называется вектор 

d k a
 

, который имеет длину b k a
 

, а направление такое же, как у 

вектора a


, если 0k , или противоположное, если 0k .  

Под компонентой вектора a AB


 относительно оси l  понимаем 

вектор a AB


, начало которого A  является проекцией на ось l  на-

чала A  вектора a


, а конец – B  – проекция на ось l  конца B  этого век-

тора. 

Под проекцией вектора a


 на ось l  понимаем скалярную величи-

ну: 
 

''BAaaпр ll


, 

 

которая равна длине компоненты вектора a


 на ось l , если ее направле-

ние совпадает с направлением оси l , и минус длине компоненты, когда 

ее направление противоположно направлению оси.  
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Основные свойства проекции: 

1. Проекция вектора a


 на ось l  равна произведению длины векто-

ра a


 на косинус угла  между направлением вектора и направлением 

оси: 

cos , ,la a a l
 

. 

 

2. Проекция суммы любого числа слагаемых векторов на данную 

ось равна сумме их проекций на эту ось. 

3. Если вектор умножить на скаляр, то его проекцию на ось тоже 

нужно умножить на этот скаляр. 

4. Если векторы a


 и b


равны, то равны и их проекции. 

 

Пример 6.1. По данным векторам a


 и b


построить  векторы:  
 

ba


32    и  b
a 

2
2

. 

Решение.  

Геометрическое построение векторов показано на рис. 6.3 и 6.4.  

 

Рис. 6.3                    Рис. 6.4  

 

Пример 6.2. Вычислить ba


, если 13a


, 19b


 и 22ba


. 

Решение.  

Выполним чертеж (рис. 6.5). 

Известно, что сумма квадратов длин 

диагоналей параллелограмма равна сумме 

квадратов длин его сторон.  

Рис. 6.5   
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Следовательно, имеем: 
 

    
2 2 22

2 2 ;а b а b а b
    

 

2 2 2 22 13 2 19 22 576;a b
 

 .24ba


 

 

 Ответ: .24ba


 

 

Пусть (рис. 6.6) , ,Ox Oy Oz  – три взаимно перпендикулярные пря-

мые, на которых указаны направления и масштаб.  

Для каждой точки M  пространства существует ее радиус-вектор 

r OM


, начало которого является началом координат O , а конец явля-

ется данной точкой M . 
 

 

Рис. 6.6 

 

Под  декартовыми прямоугольными координатами , ,x y z  точ-

ки M  понимаем проекции ее радиус-вектора r


 на соответствующие оси 

координат, то есть  

rпрz,rпрy,rпрx OzOyOx . 

Точка M  с координатами , ,x y z  обозначается как , ,M x y z .  

Для того чтобы найти координаты точки, нужно построить прямо-

угольный параллелепипед с диагональю (рис. 6.6). 

Длина диагонали параллелепипеда:  
 

2 2 2r x y z . 
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Если обозначить через , ,  углы, которые образованы радиус-

вектором r OM


 с координатными осями, то: 
 

cosx r


;   cosy r


;  cosz r


.   (6.1) 

 

Косинусы cos , cos , cos  называются направляющими ко-

синусами радиус-вектора r


.  

Для направляющих косинусов вектора имеет место формула: 
 

2 2 2
2 2 2

2 2 2
cos cos cos 1

x y z

r r r
, 

 

то есть сумма квадратов косинусов углов, образуемых с тремя взаимно-

перпендикулярными осями, равна единице. 

 

Пусть точка 1 1 1 1, ,M x y z  – начало вектора 1 2M M


,  

а 2 2 2 2, ,M x y z  –  конец (рис. 6.7).  

 

          

Рис. 6.7        
       

Точки 1M  и 2M  можно задать их радиус-векторами 1 1 1 1, ,r x y z


 и 

2 2 2 2, ,r x y z


.  

Тогда вектор  

1 2 2 1r M M r r
  

. 
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Если это векторное равенство спроектировать на оси координат, то 

на основе свойств проекций получим:   

 

2 1xr x x ;  2 1yr y y ;  2 1zr z z . 

 

Тогда длина отрезка  21MM  или длина вектора r


 будет: 

 

2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxr


.  (6.2) 

 

Если в пространстве задан свободный вектор a


, то проекции его 

на оси – координаты вектора:   

 

   x xa np a


;    y ya np a


;   z za np a


. 

 

Длина вектора a


:   

  
2 2 2
x y za a a a


.           (6.3) 

 

Направляющие косинусы можно найти из уравнений: 

 

cosxa a


;   cosya a


;  cosza a


.  (6.4) 

 

Пример 6.3. Найти длину и направляющие косинусы вектора:  
 

12; 15; 16à


. 

Решение. 

По формуле (6.2) находим длину вектора: 

 

25625161512
222a


. 

 

По формулам (6.3.) находим направляющие косинусы: 
 

2 2 2

12 12
cos

1512 ( 15) ( 16)
;  

15
cos

25
;   

16
cos

25
. 
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6.2. Линейные операции над векторами, заданными 

координатами 

 

Определим основные действия над векторами, которые заданы ко-

ординатами.  

Пусть вектор ; ;x y za a a a


 задан своими проекциями на оси ко-

ординат , ,Ox Oy Oz . Построим параллелепипед (рис. 6.8), диагональю 

которого является вектор a


, а ребрами будут его компоненты относи-

тельно соответствующих координатных осей.  

Имеем разложение: 1 2 3a a a a
   

.  

Если введем единичные векторы осей , ,i j k
 

, которые направлен-

ные по осям координат, то на основе связи между компонентами вектора 

и его проекциями получим:    
 

1 xa a i


;  2 ya a j


;  3 za a k


. 

Тогда вектор       

1 2 3a a a a
   

, 

или       

x y za a i a j a k
 

.           (6.5) 

 

Рис. 6.8 
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Если вектор ( ; ; )x y zb b b b


, то  x y zb b i b j b k
  

. 

 

Линейные операции над векторами можно записать в таком виде: 

1) умножение вектора на число – x y za a i a j a k
 

;     

 

( , , )x y za a a a


, 

где  скаляр (при умножении вектора на скаляр координаты вектора 

нужно умножить на этот скаляр); 

 

 2) сумма векторов – x x y y z za b a b i a b j a b k
  

,     

или    

; ;x x y y z za b a b a b a b


 

 

(при сложении (или вычитании) векторов их соответствующие координа-

ты складываются (или вычитаются)). 

 

 Из введенных таким образом операций над векторами вытекают 

следующие свойства этих операций.  

 Пусть cba


,,  – произвольные векторы, тогда: 

 1) abba


 – переместительное свойство; 

 2) cbacba


 – сочетательное свойство; 

 3)  baba


, где  – действительное число; 

 4) aaa


, где  и  – действительные числа; 

 5) aa


, где  и  – действительные числа; 

 6) aa


0 ; 

 7) для любого вектора a


 существует такой вектор a


, что  

0,1


aaaa ; 

 8) 00


a  для любого вектора a


.  
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Пример 6.4. Даны три вектора 2;1;3 ,à


 1;3;2b


, 

3; 2;1c


. Найти вектор 4 3 2m a b c
  

.  

Решение. 

Запишем координаты векторов a


4 , b


3 , 2c


: 
 

4 8;4;12à


;  3 3;9;6b


;  2 6;4; 2c


. 
 

 Складываем их соответствующие координаты и находим координа-

ты вектора m


: 

5;17;16m


. 

 

Пример 6.5.  

Найдем координаты точки , ,C x y z , которая делит отрезок в от-

ношении  (рис. 6.9):  

AB

AB

np AC

np CB



 . 

 

Рис. 6.9 

 

Решение. 

Пусть точкам ; ;A B C  соответствуют радиус-векторы 1 2, ,r r r
  

.  

Тогда вектор  

AC CB
 

, 

или   

1 2r r r r
   

. 
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Из этого векторного равенства найдем вектор r


:   
1 2

1

r r
r

 


, или 

в координатах: 
 

1 2 1 2; ;
1 1

x x y y
x y  

1 2

1

z z
z .   (6.6) 

 

Отсюда, если отрезок точки C  разделить на две равные части, то 
 

1 2 1 2; ;
2 2

x x y y
x y  

1 2

2

z z
z .   (6.7) 

 

6.3. Признак коллинеарности двух векторов.  

Признак компланарности трех векторов 

 

Два вектора a


 и b


 называются коллинеарными, если они при-

надлежат одной прямой или параллельным прямым.  

Необходимым и достаточным условием коллинеарности двух 

векторов является их пропорциональность, то есть:  
 

b ka k
 

скаляр) 

или в координатах  

;x xb ka ;y yb ka z zb ka , 

откуда: 

x

x

b

a

y

y

b

a
z

z

b

a
.     (6.8) 

 

Таким образом, векторы коллинеарны только в том случае, когда 

их соответствующие координаты пропорциональны. 

Нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору. 
 

Пример 6.6. Определить, при каких значениях  и  векторы 

( 3; ;9)a


 и (2; 8; )b


 коллинеарны. 
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Решение.  

Условием коллинеарности векторов является пропорциональность 

их координат:     

3 9

2 8
. 

 

Откуда находим:    

6; 12 . 

 

Пример 6.7. Доказать, что точки 3;4;1A , (1; 0; 1)B  и  

4;6;2C  лежат на одной прямой. 

Решение.  

Если векторы AC


 и AB


 – коллинеарны, то это будет означать, что 

точки BA,  и C  лежат на одной прямой.  

Найдем координаты векторов  AC


 и AB


: 
 

2; 4; 2AB


,  5; 10; 5AC


. 

 

Координаты векторов пропорциональны: 
2 4 2

.
5 10 5

 

Следовательно, точки BA,  и C  лежат на коллинеарных векторах. 

 

Пример 6.8. Найти вектор x


, который коллинеарен вектору 

15;16;12a


 и образующий с осью Oz тупой угол. Длина его 100x


. 

Решение.  

Вектор x


 коллинеарен вектору a


, поэтому  
 

( 12 ;16 ;15 )x a
 

. 

Так как по условию 100x


, то: 

2 22(12 ) 16 15 100. 

 

Откуда 4.  
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При 4, 60;64;48x


, при 4,  60;64;48x


.  

Условию удовлетворяет вектор 60;64;48x


, который образует с 

осью Oz тупой угол. 

Три вектора , ,a b c
 

 называются компланарными, если они лежат 

в одной плоскости или параллельны одной и той же плоскости.  

Справедлив следующий признак (критерий) компланарности 

трех векторов: три ненулевых вектора , ,a b c
 

 компланарны тогда и 

только тогда, когда один из них является линейной комбинацией двух 

других неколлинеарных векторов, то есть:  
 

c ka lb
 

  ( ,k l скаляры). 

 

 Такое представление называется разложением вектора c


 на 

плоскости по двум неколлинеарным векторам a


 и b


. 

Нулевой вектор по определению считается компланарным с лю-

быми двумя  векторами. 

 

Вопросы для самодиагностики  

 

1. Что такое прямоугольная система координат? Чем определяется 

положение точки в прямоугольной системе координат? 

2. Как вычисляется расстояние между точками в прямоугольной 

системе координат? 

3. Записать формулы координат точки, которая делит отрезок в за-

данном отношении. 

4. В чем заключается условие коллинеарности векторов? 

5. В чем заключается условие компланарности трех векторов? 

 

Упражнения 

 

6.1. В треугольнике ABC  проведены медианы AK , BL и CM .  

Выразить векторы BLAK,   и CM  через векторы BC a
 

 и AB c
 

. 
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6.2. Найти длину и направляющие косинусы вектора AB


, если 

4; 2;6A , 1;4;0B . 

6.3. Заданы векторы 3;4; 1à


, 1;2;3b


, 4; 2;1c


. 

Найти вектор 5 4d a b c
  

 и его длину. 

6.4. При каких значениях  и  векторы: 2 3a i j k
   

 и   

6 2a i j k
   

 коллинеарны? 

6.5. При каких значениях  и  точка 4; ;C  лежит на прямой 

AB , если  3; 2; 3A , 2; 5; 1B ? 

6.6. Показать, что треугольник с вершинами 1; 4; 2A , 

4;0; 2B  и 7; 4; 2C  является равносторонним. 

6.7. Найти вектор x


, коллинеарный вектору 2;1; 1à


, который 

удовлетворяет условию: 6x a
 

. 

 

 

7. Произведение векторов 

 

7.1. Скалярное произведение векторов 

 

Скалярным произведением двух векторов a


 и b


 называется  

число,  равное произведению длин этих векторов на косинус угла между 

ними, то есть: 
 

cosa b a b
  

, где ,a b


.   (7.1) 

 

Скалярное произведение векторов положительно, если угол между 

ними острый, скалярное произведение отрицательно, если угол между 

векторами тупой. На основе свойства проекции можно записать: 

 

cos a b
a b a b a np b b np a

      
.   (7.2) 
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Свойства скалярного произведения: 

1) a b b a
  

; 

2) a b c a c b c
     

; 

3) 
22a a

 
; 

4) bababa


, где  – действительное число; 

5) cbcacba


, где  и  – действительные 

числа. 
 

Из определения скалярного произведения можно найти косинус 

угла между двумя ненулевыми векторами a


 и b


: 
 

cos
a b

a b


 .     (7.3) 

 

Скалярное произведение векторов можно записать в координатной 

форме. Пусть заданы векторы: x y za a i a j a k
 

 и x y zb b i b j b k
  

. 

Найдем произведение этих векторов как многочленов (на основе 

свойств скалярного произведения): 
 

   x xa b a b


y ya b z za b .    (7.4) 

 

Тогда для косинуса угла между векторами получим: 
 

2 2 2 2 2 2
cos

x x y y z z

x y z x y z

a b a b a ba b

a b a a a b b b


 .  (7.5) 

 

Условие перпендикулярности векторов: 

Два ненулевых вектора a


 и b


 перпендикулярны тогда и только 

тогда, когда скалярное произведение этих векторов равно нулю: 
 

x xa b a b


y ya b 0z za b .   (7.6) 
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Пример 7.1. Известно, что 5,   6, 120à b


. 

Найти:   

а) ba


;     

б) 2 3 3 2à b à b
  

;   

 в) 
2

3 2à b


. 

Решение: 

а) по формуле скалярного произведения  имеем: 
 

0 1
cos120 5 6 15

2
a b a b
   

; 

 

б) перемножим векторы скалярно: 
 

2 2
2 3 (3 2 ) 6 6 9 6a b a b a a b b a b
         

= 

 

2 20 1
6 3 cos120 6 6 25 3 30 6 36 411

2
a a b b
   

; 

  

в) 
2 22 1

(3 2 ) 9 6 4 9 25 6 5 6 4 36 249
2

a b a a b b
     

. 

 

Пример 7.2.  Найти скалярное произведение векторов 3; 1;5à


 

и 1; 2; 3b


 и угол  между ними. 

Решение. 

По формуле  (7.4) имеем: 3 1 1 ( 2) 5 ( 3) 10a b
 

, 

далее:          

10 10
cos

9 1 25 1 4 9 7 10
. 

 

Пример 7.3. Найти:   

а) проекцию вектора  5;4; 6à


 на вектор 2; 1; 1b


; 
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б) проекцию вектора  2 5c a b
 

 на вектор .d a b
 

 

Решение: 

а) имеем:  
 

2 5 4 ( 1) ( 1) ( 6)
2 6

4 1 1b

a b
np a

b


 


 ; 

 

б) найдем координаты векторов c


 и d


: 

 

2 5 10;8; 12 10; 5; 5 0;13; 7c a b
 

; 

 

2; 1; 1 5;4; 6 7;3 7 .d a b
 

 

 

Тогда:   

0 7 13 3 ( 7) ( 5) 74

49 9 25 83d

c d
np c

d


 


 . 

 

7.2. Векторное произведение векторов 

 

Задаем в пространстве положительную ориентацию. Будем счи-

тать, что тройка векторов cba


,,  ориентирована по правилу правой руки, 

то есть с конца третьего вектора кратчайший оборот от первого ко вто-

рому видно против часовой стрелки (рис. 7.1). 

Векторным произведением двух  векторов a


 и b


 называют век-

тор c a b
 

, который удовлетворяет следующим условиям: 

1. Модуль вектора c


 численно равен площади параллелограмма, 

построенного на векторах ba


,  (рис. 7.2): 
 

sinc a b
 

, где  , 0a b


.   (7.7) 

 

2. Вектор c


 направлен перпендикулярно к плоскости этого парал-

лелограмма, то есть c b


 и c b


. 
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3. Упорядоченная тройка векторов ( cba


,, ) задает положительную 

ориентацию пространства. 

 

 

Рис. 7.1                                      Рис. 7.2 

 

Свойства векторного произведения: 

1. При изменении порядка сомножителей векторное произведение 

изменяет свой знак на противоположный, модуль при этом не изменяет-

ся: b a
 

( )b a
 

. 

2. Векторный квадрат равен нуль-вектору, то есть:  
 

0a a
 

 (по определению). 
 

3. Скалярный множитель можно выносить за знак векторного про-

изведения, то есть если скаляр, то:  
 

a b


a b


a b


. 

 

4. Для любых трех векторов cba


,, справедливо равенство: 

 

a b c
 

a c b c
  

 (распределительное свойство). 

 

 5. Векторное произведение c a b
 

 равно нулю, если векторы a


 и 

b


 коллинеарны или какой либо из перемножаемых векторов является 

нулевым. 
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Рассмотрим координатную форму векторного произведения.  

Пусть: 

;

.

x y z

x y z

a a i a j a k

b b i b j b k

   

     

 

Если умножить векторно a b
 

, то получим такое равенство: 
 

.
z xy yzx

z x x yy z

a aa aaa
a b i j k

b b b bb b

    
 

 

Последнее равенство можно записать в виде определителя 

третьего порядка: 

x

x

i

a b a

b



 
 y

y

j

a

b



 z

z

k

a

b



.     (7.8) 

Найдем длину вектора a b
 

:  

22 2
y yx xz z

y z x z x y

a aa aa a
a b

b b b b b b

 
. 

 

Пример 7.4. Найти площадь треугольника с вершинами (1,1, 0)A , 

(1, 0,1)B  и (0,1,1)C . 

Решение.   

Площадь S  треугольника ABC  равна 1 2 площади параллело-

грамма, построенного на векторах AC


 и AB


. Находим координаты век-

торов (0, 1,1)AB


 и ( 1, 0,1)AC


.  

Тогда: 

1 1 0 1 0 1
0 1 1

0 1 1 1 1 0
1 0 1

i j k

AB AC i j k i j k
    

. 
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Следовательно, 
1 1

3
2 2

S AB AC
 

. 

 

Пример 7.5. Векторы a


 и b


 образуют угол 150 .  

Найти a b
 

, если 3a


, 8b


. 

Решение.   

В соответствии с формулой (7.8):  
 

0 1
sin150 3 5 7,5

2
a b a b
   

. 

 

7.3. Смешанное произведение трех векторов 

 

Смешанным произведением (или векторно-скалярным произве-

дением) трех векторов  a


, b


, c


 называется число:   

 

( )abc a b c
   

. 

 

Построим параллелепипед (рис. 7.3), ребрами которого являются 

векторы a


, b


, c


, выходящие из общей вершины O .  

 

 

Рис. 7.3 

 

Пусть вектор S a b
 

, то есть он перпендикулярен к плоскости, в 

которой лежат векторы a


 и b


 (направление h ).  
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a b S
 

 – площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a


 и b


, то есть площадь основания параллелепипеда. 

 Следовательно, смешанное произведение трех векторов равно 

объему параллелепипеда, который построен на этих векторах, и берется 

со знаком плюс, если эти векторы образуют правую тройку, и со знаком 

минус, если они образуют левую тройку: 

 

abc V


. 

 

 Основные свойства смешанного произведения:  

1. Смешанное произведение не изменяется при циклической пере-

становке этих сомножителей, то есть   

 

abc bca cab
  

. 

 

2. При перестановке двух соседних сомножителей смешанное 

произведение изменяет свой знак на противоположный: 

 

bac acb cba abc
   

. 

 

С помощью смешанного произведения получим необходимое и 

достаточное условие компланарности трех векторов:  

 

0abc


 (объем параллелепипеда равен нулю). 

 

Если 

;

;

,

x y z

x y z

x y z

a a i a j a k

b b i b j b k

c c i c j c k

   

   

   
 

 

то, используя выражения в координатах для векторного и скалярного 

произведений, получим: 
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( ) ( ) ( )

x

x

x

a

abc a b c b c a a b c b

c

         
 

y

y

y

a

b

c

 

z

z

z

a

b

c

. 

 

Пример 7.6. Показать, что векторы 1;2;2à


, 2;5;7b


 и 

1;1; 1c


 компланарны. 

Решение.  

1 2 2

2 5 7 5 14 4 10 4 7 0

1 1 1

abc
 

. 

Поскольку 0cba


, то заданные векторы компланарны. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что называется скалярным произведением двух векторов? На-

зовите свойства скалярного произведения. 

2. Чему равно скалярное произведение векторов, которые заданы 

координатами? 

3. Как вычисляется угол между векторами? В чем заключается ус-

ловие перпендикулярности векторов? 

4. Что называется векторным произведением двух векторов? Назо-

вите основные свойства векторного произведения. 

5. Как выражается векторное произведение, когда векторы заданы 

координатами? 

6. Как вычисляется площадь параллелограмма, построенного на 

двух векторах? 

7. Что называется смешанным произведением трех векторов? На-

зовите основные свойства смешанного произведения. 

8. Как выражается смешанное произведение, когда векторы зада-

ны координатами? Как вычисляется объем параллелепипеда? 

9. В чем заключается условие компланарности трех векторов? 
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Упражнения 
 

7.1. Векторы a


 и b


 образуют угол 
45 . Найти скалярное произве-

дение векторов a


 и b


, если 2a


, 3b


. 

7.2. При каком значении  векторы 3m a b
 

 и 2n a b
 

 бу-

дут взаимно перпендикулярны, если 27a


, 2b


, угол между векто-

рами a


 и b


 равен 
45 . 

7.3. Заданы векторы 4;2;4a


 и 6; 3;2b


. Найти a b
 

.  

7.4. Найти проекцию вектора 6;4;5a


 на вектор 2; 1; 1b


. 

7.5. Найти векторное произведение a b
 

 и его модуль, если 

7;4;5a


 и 1;1; 2b


. 

7.6. Найти смешанное произведение векторов 4;1;1a


, 

2; 1; 1b


, 1;3; 1c


. 

 

 

8. Прямая на плоскости 

 

8.1. Прямая как линия первого порядка. Общее уравнение прямой 

 

В аналитической геометрии решают две основные задачи: 

1. Множество точек задано геометрическими характеристиками. 

Найти его уравнение и исследовать его свойства. 

2. Дано уравнение. Исследовать множество точек, которое задает-

ся этим уравнением. 

Линией в пространстве называют линию пересечения двух поверх-

ностей, то есть множество точек, координаты которых удовлетворяют одно-

временно двум уравнениям: 

1

2

( , , ) 0
.

( , , ) 0

f x y z

f x y z
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12. Функция 

 

12.1. Понятие функции. Способы задания функции 

 

Понятие функции является одним из основных понятий математи-

ческого анализа. 

Если каждому значению переменной x  множества XxX  по не-

которому правилу или закону f  соответствует одно значение перемен-

ной y  из множества YyY  то говорят, что на множестве X  задана 

функция xfy . 

Переменную x  называют аргументом, или независимой пере-

менной, а зависимую переменную y  – функцией, множество X  – об-

ластью определения, а множество Y – областью значений функции. 

Существуют три основных способа задания функции: 

1. Аналитический способ. Функция задается в виде формулы, ус-

танавливающей, какие вычислительные действия и в каком порядке 

следует выполнить над x , чтобы получить y . При этом указывается, 

для каких значений аргумента эта функция рассматривается. Если мно-

жество X  не задается, то имеются в виду все значения аргумента x , 

при которых функция конечна и действительна.  

Например, функция Филлипса 
394,1638,99,0 xy , где y  – го-

довой темп прироста ставки заработной платы (%), x  – общий уровень 

безработицы (%).  

При аналитическом способе задания функция может быть задана 

явно, когда дано выражение y  через x , то есть формула имеет вид: 

xfy ; неявно, когда x  и y  связаны между собой уравнением вида 

0, yxF ; параметрически, когда соответствующие друг другу значе-

ния x  и y , выражены через третью переменную величину t , называе-

мую параметром. 

2. Табличный способ – это способ изображения функции таблицей, 

которая состоит из ряда значений независимой переменной x  и соот-

ветствующих значений переменной y . Такой способ задания часто ус-

танавливается экспериментально или путем наблюдений. Имеет широ-
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кое применение в таблицах бухгалтерской отчетности, в отчетах банков-

ской деятельности, в статистических данных и т. д. 

Например, таблично можно представить рост стоимости единицы 

сырья для производства продукции: 
 

x  1 месяц 2 месяц 3 месяц 4 месяц 5 месяц 6 месяц 7 месяц 

y  212 234 242 245 246 252 257 

 

3. Графический способ. При исследованиях, связанных с исполь-

зованием самопишущих приборов, соответствие между независимой пе-

ременной x  и функцией y  устанавливается с помощью некоторой ли-

нии, которая построена в выбранной системе координат. Абсцисса каж-

дой точки линии изображает некоторое значение x , а ордината – соот-

ветствующее значение y . Геометрическое множество точек координат-

ной плоскости ,, yx  координаты которых удовлетворяют равенству 

xfy  называют графиком функции.  

В экономике широко используются графики, характеризующие ди-

намику экономических параметров: курсов валют, курса акций, объема 

валового продукта и т. д.  

Кривая Филлипса представлена на рис.12.1. 
 

 
Рис. 12.1.  

 

В том случае, когда функция задана в аналитическом виде 

xfy  и более никаких ограничений не имеется, область ее опреде-

ления находится только по соблюдению законности выполнения мате-

матических операций, входящих в формулу выражения функции. Эти ог-

раничения хорошо известны: подкоренное выражение в корне четной 

степени не может быть отрицательным, знаменатель дроби не может 
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быть равным нулю, выражение под знаком логарифма должно быть 

только положительным, а также некоторые другие. 
 

Пример 12.1. Найти область определения функций:  

1. 2

1

1
y

x
; ;X . 

2. 2

1

1
y

x
; ; 1 , 1;1 , 1;X . 

3. arcsiny x ; 1;1X . 

4. 5 1y x x ; 1;5X . 

 

12.2. Свойства функций. Классификация функций 

 

Функция xf  возрастает на некотором множестве X , если из не-

равенства 1 2x x  имеем неравенство 1 2 .f x f x  Функция – убыва-

ет, если при 1 2,x x  1 2 .f x f x  Возрастающие и убывающие функ-

ции на множестве X  называются монотонными. 
 

Пример 12.2. Функция 
3y x  определена на интервале ; ,  

возрастает на этом интервале. 
 

Пример 12.3. lny x , область определения: ;0 .  Функ-

ция убывает на этом интервале. 
 

Функция называется кусочно-монотонной на множестве X , если 

это множество можно разбить на такие множества, на которых эта функ-

ция будет монотонной.  

Например, функция 
2 6y x x  кусочно-монотонна, потому что 

она на интервале 
2

1
;  убывает, а на интервале ;

2

1
 возрастает. 

Функция xf  ограничена на множестве X , если есть такие чис-

ла m и M , что m f x M , если таких чисел нет, то функция назы-

вается неограниченной.  
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Пусть число C  наибольшее из чисел m и M , тогда для ограниче-

ния функции должно выполняться условие:  
 

.f x C  

 

Пример 12.4. Функция arcsiny x  ограничена на промежутке 1;1 . 

 

Пример 12.5. Функция tgy x , ограничена на промежутке 0;
4

,  и 

неограничена на промежутке ;
2 2

. 

 

Область определения функции X  называется симметричной от-

носительно начала координат, если ей принадлежат как значение x , так 

и значение x.  

Функция называется четной (симметрия относительно оси Oy), 

если выполняется равенство: 
 

,f x f x  x X  и Xx ,    (12.1) 

а если  

,f x f x  x X ,    (12.2) 

 

то  функция  называется  нечетной  (симметрия  относительно  начала 

координат). В противном случае функция называется функцией общего 

вида. 
 

Пример 12.6. Исследовать функции на четность и нечетность.  

1. 2

1

1
y

x
 четная, f x f x . 

2. 3

1
y

x
 нечетная, .f x f x  

3. 
2 6y x x  не является четной и не является нечетной. 

4. y x  не является четной и не является нечетной, потому что 

значение x не принадлежит области определения функции. 
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Функция y f x  называется периодической на множестве X , 

если существует такое число 0,l  что для любой точки x , принадле-

жащей области определения X , выполняется условие: 
 

f x l f x .    (12.3) 

 

Число l  является периодом функции f x .  

Следовательно, имеем такое равенство: ,f x kl f x  k Z . 
 

При этом числа kl  тоже можно считать периодами функции, но, го-

воря о периоде функции, идет речь о ее наименьшем периоде. 

Например: siny x  имеет период 2l , tgy x  имеет период 

l  

Заметим, что при построении графика периодической функции 

достаточно построить его в любом сегменте 0 0;x x l , а дальше про-

длить его на всю числовую ось. 

Пусть функция xfy  определена на множестве X x , а об-

ластью ее значений является множество Y y . Если каждому значе-

нию переменной y Y  отвечает одно значение переменной x X , то 

на множестве Y  возможно определить функцию 
 

x y .      (12.4) 

 

Множества X  и Y  являются некоторыми промежутками или чи-

словыми множествами.  

Если ; ,x a b  ;y c d , то x y  функция, обратная к 

функции xfy , которая удовлетворяет условию на всем множестве 

Y: y f y .  

При этом функции x y  и xfy  взаимнообратные. 

Графики прямой и обратной функции симметричны относительно 

биссектрис первого и третьего координатных углов – прямой xy  

(рис. 12.2). 
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Рис. 12.2 

 

Теорема. Если функция xfy  монотонна на множестве X , то 

на соответствующем множестве Y  существует также монотонная обрат-

ная функция .x y  

 Функция xfy , определенная на множестве X , называется 

элементарной, если она задается одной формулой, так, что ее значе-

ние при любом x X  может быть найдено с помощью конечного числа 

элементарных действий (сложение, произведение, деление, возведение 

в степень, извлечение корня, логарифмирование, вычисление тригоно-

метрических и обратных тригонометрических функций), при этом коли-

чество операций не зависит от значения аргумента x .  
 

Основными элементарными функ-

циями являются такие функции: 

1. Линейная функция baxy , где 

tga  – угловой коэффициент,  – угол 

между положительным направлением оси 

Ox и прямой, которая является графиком 

линейной функции (рис.12.3), область оп-

ределения ; ,  область значений 

( ; ).Функция возрастает при 0a  и 

убывает при 0a .       Рис. 12.3   
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2. Степенная функция ,y x  где ,R  а область значений за-

висит от . 

2.1. 
0xy :  

область определения – ,00, ; 

область значений – 1 ; четная; постоянная на 

,00, ; ограниченная; непериодиче-

ская, (рис. 12.4). 
 

             Рис. 12.4       

2.2. xy : 

область определения – , ; об-

ласть значений – , ; нечетная; возрас-

тает на , ; неограниченная; неперио-

дическая, (рис. 12.5). 

 
 

        

 Рис. 12.5       

2.3. 
nxy , n  – нечетное натуральное 

число, 3n : 

область определения – , ; область 

значений – , ; нечетная; возрастает на 

, ; неограниченная; непериодическая, 

(рис. 12.6). 
 

   

                              Рис. 12.6      
 

2.4. 
nxy , n  – четное натуральное число: 

область определения – , ; область 

значений – ,0 ; четная; убывает на 0, , 

возрастает на ,0 ; неограниченная; неперио-

дическая, (рис. 12.7). 

 

         Рис. 12.7      
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2.5. 
nxy , n  – нечетное натуральное 

число: 

область определения – ,00, ; 

область значений – ,00, ; нечетная; 

убывает на ,00, ; неограниченная; 

непериодическая, (рис. 12.8). 

 

       Рис. 12.8   
      

2.6. 
nxy , n  – четное натуральное чис-

ло: 

область определения – ,00, ; 

область значений – ,00, ; четная; 

убывает на 0, , возрастает на ,0 ; неог-

раниченная; непериодическая, (рис. 12.9). 
         

    

                        Рис. 12.9      

2.7. n xy , n  – нечетное натуральное 

число: 

область определения – , ; область 

значений – , ; нечетная; возрастает на 

, ; неограниченная; непериодическая, 

(рис. 12.10). 

 

                                           Рис. 12.10      
 

2.8. 
n xy , n  – четное натуральное чис-

ло: 

область определения – ,0 ; область 

значений – ,0 ; общего вида; возрастает на 

,0 ; неограниченная; непериодическая, 

(рис. 12.11). 

            Рис. 12.11     
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3. Показательная функция 0; 1xy a a a , определенная на 

множестве ; ,  а областью значений является интервал 0; . 

3.1. 10, aay x
: 

область определения – , ; область 

значений – ,0 ; общего вида; убывает на 

, ; неограниченная; непериодическая, 

(рис. 12.12). 
   

        Рис. 12.12   

3.2. 1, aay x
: 

область определения – , ; область 

значений – ,0 ; общего вида; возрастает на 

, ; неограниченная; непериодическая, 

(рис. 12.13). 
 

Рис. 12.13   

4. Логарифмическая функция log 0, 1 ,ay x a a  область опре-

деления ,0 , а область значений ( ; ).  Функция является обрат-

ной к  функции .xy a  

4.1. 10,log axy a : 

область определения – ,0 ;  

область значений – , ; общего вида; убы-

вает на , ; неограниченная; непериодиче-

ская, (рис. 12.14). 

          Рис. 12.14    

4.2. 1,log axy a : 

область определения – ,0 ;  

область значений – , ; общего вида; воз-

растает на , ; неограниченная; непериоди-

ческая, (рис. 12.15). 
 

                      Рис. 12.15    
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5. Тригонометрические функции: 

 

5.1. xy sin :  

область определения функции – 

, ; область значений – 1,1 ; 

нечетная; возрастает на интервале 

nn 22/,22/ , убывает на 

nn 22/3,22/ , Zn ; функ-

ция ограниченная 1sin x ; периоди-

ческая xTx sinsin , 2T , 

(рис. 12.16).              Рис. 12.16  

  

5.2. xy cos :  

область определения – , ; 

область значений – 1,1 ; четная; 

убывает на nn 2,2 , возрастает 

на nn 2,2 ,  Zn ; ограни-

ченная 1cosx ; периодическая 

xTx coscos , 2T , (рис. 12.17).             Рис. 12.17 

   

5.3. tgxy :  

область определения функции – 

nn 2/,2/ , Zn ; область 

значений – , ; нечетная; возрас-

тает на nn 2/,2/ , Zn ; 

функция неограниченная; периодиче-

ская tgxTxtg , T , (рис. 12.18). 

           

Рис. 12.18   

5.4. ctgxy :  

область определения – nn, , Zn ;  
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область значений – , ; 

нечетная; убывает на nn, ,  

Zn ; неограниченная; периодиче-

ская ctgxTxctg , T , 

(рис. 12.19). 

        
 

  

         Рис. 12.19  

6. Обратные тригонометрические 

функции: 

6.1. xy arcsin :  

область определения – 1,1 ; об-

ласть значений – 2/,2/ ; нечетная; 

возрастает на 1,1 ; функция ограничен-

ная 2/arcsinx ; непериодическая, 

(рис. 12.20). 

   Рис. 12.20   

6.2. xy arccos :  

область определения – 1,1 ; об-

ласть значений – ,0 ; общего вида; 

убывает на 1,1 ; функция ограниченная 

xarccos0 ; непериодическая, 

(рис. 12.21). 
        

 Рис. 12.21   

6.3. arctgxy :  

область определения – , ; 

область значений – 2/,2/ ; нечет-

ная; возрастает на , ; ограни-

ченная 2/arctgx ; непериодическая, 

(рис. 12.22). 

    Рис. 12.22   
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6.4. arcctgxy :  

область определения – , ; 

область значений – ,0 ; общего вида; 

убывает на , ; функция ограни-

ченная arcctgx0 ; непериодиче-

ская, (рис. 12.23). 

        

                 Рис. 12.23   
 

 

Рассмотрим использование функций в экономике. 
 

Пример 12.7. Формула простых процентов. 

В банк внесена начальная сумма 0X  под %p  процентов ежегод-

ных. Какая сумма будет накоплена за n  лет? 

Решение. 

Если начальная сумма 0X , то за первый год:  

1 0 0 0 1 ;
100 100

p p
X X X X  

за второй год:  2 1 0 0

2
1 .

100 100

p p
X X X X  

Накопленная сумма за n  лет будет: 0 1 .
100

n

p
X X n  

 

Пример 12.8. Формула сложных процентов. 

Сумма в 0X  , внесенная в банк под сложный процент, при условии 

начисления каждой единицы времени (месяц, год) %p . Какая будет 

сумма через n  единиц времени? 

Решение. 

На конец первого года сумма составляет: 
 

1 0 0 0 1 ;
100 100

p p
X X X X  

второго года:   

2

2 1 1 0 1 .
100 100

p p
X X X X  
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 Откуда:   0 1 .
100

n

n

p
X X         (12.5) 

 

  Функция называется неэлементарной, если она задается несколь-

кими аналитическими выражениями (на различных участках изменения 

аргумента функция задана различными формулами). 

 

 Основные неэлементарные функции: 

 1. xy  (читается: « y  равно 

антье x») – целая часть x . Опреде-

ляется как ниабольшее целое число, 

не превосходящее x  (рис. 12.24). 

 

  

 

 

 

                                                               Рис. 12.24 

 

 2. signxy  (читается: « y  равно 

сигнум x»)  – знак числа x  (рис.12.25): 

.0,1

,0,0

,0,1

x

x

x

signx  

 

              Рис. 12.25 
 

 3. xy  – абсолютная величина  

(модуль) x  (рис. 12.26): 
 

         
.0,

,0,

xx

xx
x  

 
 

               Рис. 12.26   
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     12.3. Последовательность. Предел последовательности 

 

Если функция рассматривается только при целых и положитель-

ных значениях аргумента, то она называется функцией натурального 

аргумента.  

Множество ее значений образует числовую последовательность: 

каждому целому положительному числу соответствует число nx  – член 

последовательности, имеющий номер n . Это значит, что )(nfxn . 

Числовой последовательностью называется множество значе-

ний функции )(nf , определенной на множестве натуральных чисел. 

Числовая последовательность считается заданной, если для каж-

дого номера n n N  можно однозначно определить член последова-

тельности, который находится на n -м месте. 

Последовательность называется монотонно возрастающей 

(убывающей), если при всех n  каждый ее член больше (меньше) пред-

шествующего. 

Последовательность называется ограниченной, если все ее чле-

ны находятся на конечном интервале MM;  и 0M , то есть, если 

Mxn  для любого номера n . 

Число a  называют пределом последовательности nx , если для 

любого сколь угодно малого положительного числа  найдется такой 

номер N , что для всех значений переменной nx , у которых n N , 

выполняется неравенство: 

nx a .      (12.6) 

 

Аналитически можно записать: 
 

lim .n
n

x a      (12.7) 

 

В соответствии с определением докажем, что:  

lim 1
1n

n

n
. 
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Запишем неравенство: 

1 , 0;
1

n

n
    

1 1 1
1 , 1.

1
n n

n
 

 

Следовательно, можно принять 
1

1.N  

 

Неравенство (12.6) равносильно неравенству ,na x a  

если n N . 

Геометрический смысл предела 

Если число a  – предел последовательности nx , то какую бы -

окрестность точки a  не взять, все члены последовательности nx , начи-

ная с Nn , должны попасть в эту окрестность. Поэтому вне этой окре-

стности остается конечное число членов nx . 

Числовую последовательность называют сходящейся (расходя-

щейся), если она имеет предел (не имеет предел). 

Свойства сходящихся последовательностей формулируются в ви-

де теорем, которые дальше применяются в теоретических и практиче-

ских исследованиях. 
 

Теорема 1. Если переменная nx  имеет предел 0a  ( 0a ), то 

начиная с некоторого номера и сама переменная 0 0 .n nx x  

 

Теорема 2 (об ограниченности сходящейся последовательно-

сти). Если переменная nx  имеет конечный предел, то она ограничена. 

 

Теорема 3 (о единственности предела). Если переменная nx  

имеет конечный предел, то этот предел единственный.  
 

Теорема 4 (о предельном переходе в неравенстве). Если члены 

последовательностей удовлетворяют неравенству nn yx , то их преде-

лы удовлетворяют такому же неравенству lim lim .n n
n n

x y  
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Теорема 5 (о пределе промежуточной функции). Если члены по-

следовательностей ; ; ,n n nx y z  начиная с некоторого ,n n N  

удовлетворяют неравенству n n nx y z  и lim lim ,n n
n n

x z a  то после-

довательность ny  также сходится и lim .n
n

y a  

 

Теорема 6 (теорема Вейерштрасса о сходимости монотонной и 

ограниченной последовательности). Если последовательность nx  

монотонно возрастает (убывает) и ограничена сверху (снизу), то такая 

последовательность имеет предел. 
 

Важным видом последовательности как упорядоченной перемен-

ной величины является случай, когда она стремится к нулю. 

Последовательность, предел которой равен нулю, называется  

бесконечно малой последовательностью:  
 

lim 0,n
n

x  или 0 , .nx n N  

 

Будем обозначать бесконечно малые последовательности: 

;n n  и т. д.  

Примером бесконечно малых последовательностей являются 

1
,nx

n
 или 

1
1

n

nx
n

. 

 

Теорема 7 (критерий сходимости последовательности). После-

довательность nx  имеет предел a , тогда и только тогда, когда ее 

можно представить в виде суммы постоянного числа a  и бесконечно 

малой последовательности n .То есть n nx a .  

 

Основные арифметические свойства бесконечно малых: 

1. Сумма нескольких бесконечно малых есть величина бесконечно 

малая. 

Доказательство. 

Пусть n  и n  бесконечно малые, то есть для любого 0
2
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существует такой номер 1N , что для  всех  1n N  выполняется нера-

венство 
2

n . 

Аналогично для бесконечно малой последовательности ,n  для 

0
2

 и 2n N , 
2

n .  

Если 1 2max( : ),N N N  то , .
2 2

n n n N   

Следовательно, последовательность n n  бесконечно малая. 

 

Следствие 1. Разность бесконечно малых есть величина беско-

нечно малая. 
 

2. Произведение бесконечно малой на ограниченную величину – 

бесконечно малая величина.  

Доказательство. 

Пусть n  – бесконечно малая, а nx  ограниченная последова-

тельность.  

По определению ограниченности существует такое число M , что 

для любого члена последовательности nx M .  

Для бесконечно малой последовательности: 
 

0, , .nx n N
M M

 

 

Отсюда , ,n n n nx x M n N
M

 то есть n nx  – бес-

конечно малая последовательность. 
 

Следствие 1. Произведение постоянной на бесконечно малую есть 

бесконечно малая величина. 
 

Следствие 2. Произведение конечного числа бесконечно малых 

есть бесконечно малая величина. 
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Бесконечно большой последовательностью называется после-

довательность, которая имеет бесконечный предел lim ,n
n

x  то есть 

для любого большого числа 0M  найдется такой номер N , что для 

всех , .nn N x M   

Например 2 1,nx n  
n

nx 2 .  

 

Между бесконечно малыми и бесконечно большими последова-

тельностями существует тесная связь. 
 

Теорема 8. Если переменная nx бесконечно малая, то пере-

менная 
nx

1
 – бесконечно большая, и наоборот, если nx бесконеч-

но большая, то 
nx

1
 – бесконечно малая. 

Доказательство. 

Пусть nx  бесконечно малая, то есть , ,nx n N  отсюда 

1 1
.

nx
 Если принять  

1
M , то  

1
, .

n

M n N
x

 

Теорема доказана. 
 

Теорема 9 (об арифметических свойствах пределов последова-

тельностей). Пусть ,n nx y сходящиеся последовательности и 

lim ;n
n

x a  lim ,n
n

y b  тогда их сумма (разность), произведение, част-

ное (если предел знаменателя 0) также имеет предел: 
 

lim ;n n
n

x y a b  

 

lim lim lim ;n n n n
n n n

x y x y ab  

 

     

lim
lim 0 .

lim

n
n n

n
n n

n

xx a
b

y y b
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Приведенные соотношения распространяются и на случай не-

скольких, или некоторого числа, слагаемых или множителей. 

Докажем одно из утверждений теоремы: lim .n n
n

x y a b  

Доказательство. 

По определению предела n nx a ,  ,n ny b  где n  и 

n бесконечно малые.  

 Найдем  произведение: 
 

n

n n n n n n n nx y a b ab b a
. 

На основе свойств бесконечно малых к произведению ab прибав-

ляется бесконечно малая. Это означает, что  
 

lim .n n
n

x y a b  

Пример 12.9. Найти предел lim
n

x a
x . 

Решение.  

Используем теорему о пределе произведения: 
 

n
n

axax

n

ax
axxxxx lim...limlim . 

 

12.4. Предел функции 

 

Зафиксируем некоторое значение 0x x , в окрестности которого 

функция xf  определена. В самой точке 0x  функция может и не суще-

ствовать. Точка 0xx  называются предельной точкой множества 

iÕ x , если в любой окрестности точки существуют значения x Õ  

отличающиеся от 0x .  
 

Определение предела функции по Гейне 

Функция xfy  имеет предел A при x , стремящемся к 0x  (или 

в точке 0x ), если для любой последовательности значений аргумента, 
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которая сходится к 0x  соответствующая последовательность значений 

функции сходится к A.  

Следовательно, если  

0021 xxx...,x,...,x,x n  

то  

.A...,y,...,y,y n21  

 

  Предел функции пишут в таком виде:  
 

0

lim ,
x x

f x A      (12.8) 

 

или    

f x A при 0x x . 

 

Если f x  при 0,x x  то функцию xf  называют беско-

нечно большой при 0x x . Если 0f x  при 0x x , то функцию 

xf  называют бесконечно малой при 0.x x   

Например 
1

y
x

 – функция бесконечно большая при 0x  и бес-

конечно малая при x . 
 

Определение предела функции по Коши 

 Пусть функция xf  определена в некоторой окрестности точки 

0x , кроме, возможно, самой точки 0x .  

Число A называют пределом функции в точке 0x , то есть 

0

lim ,
x x

f x A  если для произвольного числа 0 существует такое 

число 0, что неравенство f x A  выполняется для всех 

0 0 0; ,x x x x x .  

Согласно определению предела функции соотношение 

Axf
xx 0

lim  предусматривает, чтобы соответствующие условия опре-

деления выполнялись для всех точек, близких к 0x  как справа, так и 

слева.  
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Но на практике существуют функции, которые ведут себя по раз-

ному вблизи точки 0x . Например, 
.1,

,1,0

2 xx

x
xf   

В связи с этим вводятся понятия правостороннего и левосторонне-

го пределов. 

Число A называют пределом функции xf  слева (справа) в 

точке 0x , если для любой последовательности значений аргумента, схо-

дящейся к 0 0 0n nx x x x x , соответствующая последовательность 

значений функции сходится к A.  

Обозначается:   

  левый предел:
0

0
0

lim 0
x x

f x f x , 

 

           правый предел:
0

0
0

lim 0
x x

f x f x . 

Между односторонними пределами и пределом функции в точке 0x  

имеет место определенная связь.  

Если односторонние пределы функции существуют и равны, то су-

ществует  xf
xx 0

lim , то есть: 

 

xfxfxf
xx 0

lim00 00  .   (12.9) 

 

Геометрический смысл предела функции 

 

Если число A – предел функции 

y f x  при 0,x x  то какую бы  

малую -окрестность точки A мы не 

взяли, найдется такая -окрестность 

точки 0x , что для всех 0x x соот-

ветствующие значения функции при-

надлежат полосе ;A A  ши-

риной 2  (рис. 12.27). 

                                

                                       Рис. 12.27 
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Пределы функции непрерывного аргумента имеют свойства, ана-

логичные тем, которые были представлены относительно последова-

тельностей.  

Для решения примеров приведем теорему о нахождении предела 

суммы, произведения и частного. 

 

Теорема. Пусть на множестве Õ  с предельной точкой 0x  заданы 

функции f x  и g x , которые в точке 0x  имеют конечные пределы: 

 

0

lim ;
x x

f x A  
0

lim .
x x

g x B  

 

Тогда предел суммы, произведения, частного этих функций равен 

сумме, произведению, частному пределов этих функций (если предел 

знаменателя не равен нулю) соответственно.  

 

Сформулированная теорема в сжатом виде запишется так: 
 

1) 
0

lim ;
x x

f x g x A B  

2) 
0

lim ;
x x

f x g x A B                      

3) 
0

lim ;
x x

f x g x A B   

4) 
0

lim , 0.
x x

f x A
B

g x B
 

 

Если приведенные условия теоремы не выполняются, то имеем 

дело с так называемой неопределенностью, пределы которой можно 

найти с помощью соответствующих преобразований.  

Если функция определена в точке 0x , то вычисление предела сво-

дится к подстановке вместо x  его предельного значения, то есть ис-

пользуется равенство 
0 0

0lim lim .
x x x x

f x f x f x  

 

Пример 12.10. Найти предел 
2

3
lim 2 5 1
x

x x . 
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Решение. 

2 2

3 3 3 3
lim 2 5 1 lim 2 lim 5 lim1
x x x x

x x x x   

2
2 3 5 3 1 34. 

 

Пример 12.11. Найти предел 

2

22

4
lim .

2x

x

x x
 

Решение. 
2

22

4 8
lim .

2 0x

x

x x
 

 

В точке 2x  функция не определена, знаменатель дроби равен 

нулю и теорема о пределе частного не работает. Но из свойств беско-

нечно малых эта функция бесконечно большая при 2.x  Следова-

тельно, функция стремится к бесконечности. 

 

12.5. Раскрытие неопределенности 

 

 При вычислении предела функций необходимо иметь в виду тео-

ремы, которым удовлетворяют функции, имеющие предел.  

 На практике достаточно широко имеем дело с такими функциями, к 

которым теоремы использовать невозможно, если не преобразовать вы-

ражение, предел которого нужно вычислить. Такие выражения называют 

неопределенностью.  

 Рассмотрим ряд неопределенностей разного типа.  

 1. Неопределенность типа , если нужно найти предел отно-

шения двух многочленов, когда аргумент следует к бесконечности:  
 

1
1 0

1
1 0

0,

lim lim ,

,

m m
m m m m

n nx x
n nn n

m n

P x a x a x a a
m n

Q x bb x b x b

m n




.   (12.10) 

 

Для вычисления предела нужно числитель и знаменатель дроби 

разделить на наивысшую степень x , а затем вычислить предел. 
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 Пример 12.12.  

 Вычислить пределы: 

 а)

3 2 3

3 2

3

2 1
5

5 2 1 5
lim lim ;

1 2 22 2 2
x x

x x x x

x x

x

 

 

 б) 

2 2

3 2
3

3

1 1
3

3 1
lim lim 3.

1 11 1
n n

n n nn

n n
n n

  

 

 В этом примере первая степень переменной n  наивысшая, поэто-

му числитель и знаменатель разделили на n  и вычислили предел. 

 

 2. Неопределенность типа 
0

.
0

   

 Рассмотрим предел частного двух функций: lim ,
x a

f x

g x
 когда 

f x  и  x  стремятся к нулю одновременно. То есть ax  является 

корнем  числителя и знаменателя.  

 В случае, если f x  и  x  – многочлены, их можно по теореме 

Безу разложить на множители, один из которых ,x a  а затем сократить 

дробь на x a . 
 

 Пример 12.13. Вычислить предел: 
 

23 2

21 1 1

1 2 2 72 5 7 2 2 7
lim lim lim 11.

1 2 23 2x x x

x x xx x x x

x x xx x
 

 

 Чтобы выделить в числителе и знаменателе множитель 1x , нуж-

но разделить «в столбик» числитель и знаменатель  на 1x .  

 Подобным образом, а именно исключением множителя ax ,     

раскрывают неопределенность 
0

0
 и тогда, когда числитель и (или)  
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знаменатель содержат корневую иррациональность. Наиболее распро-

странена при этом такая операция, как умножение числителя и знамена-

теля дроби на выражение, сопряженное тому или другому (или и тому, и 

другому, в зависимости от операции), с целью устранения начальной 

иррациональности, чтобы получить множитель  ax . 

 

 Пример 12.14. Вычислить предел: 
 

2 2

6 2 6 2 14 46 2
lim lim

14 4 14 4 14 4 6 2x x

x x xx

x x x x
 

 

2

2 14 4 8
lim 2.

42 6 2x

x x

x x
 

 

 3. Неопределенность типа .   

 Неопределенность этого вида с помощью преобразований нужно 

привести к неопределенностям 
0

0
 или .  

 

 Пример 12.15. Вычислить пределы:  
 

 а) 2 23 3 3

1 6 3 3 1
lim lim lim

3 3 3 69 9x x x

x x

x x xx x
; 

 

 б) 

2 2
2

2

2 2
1 1

lim 2 lim
2

1
x x

x x x x
x x

x x

x x
x

 

            

2 2

2

2 2
lim 0.

2
1

x

x x

x x
x

 

 

 В этом примере, если x  стремится к , неопределенности нет, 
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имеем:
2lim 2

x
x x , как сумма двух бесконечно боль-

ших переменных. 

 

Первый замечательный предел 

 Теорема 1. Предел отношения синуса бесконечно малого аргумен-

та к этому аргументу равен единице, то есть  
 

0

sin
lim 1
x

x

x
.     (12.11) 

 

 Доказательство. 

 Чтобы доказать теорему, рассмот-

рим окружность радиуса 1 с центром в 

точке  O  (рис. 12.28) и пусть 0; .
2

x  

 Сравним площади треугольника 

AOB, сектора AOB


, треугольника 

.AOC  

 Очевидно, что   
 

                 .AOB ceктAOB AOSS S S        Рис. 12.28  

  

 Следовательно,  

1 1
sin tg ,

2 2 2

x
x x  или 

sin
sin ,

cos

x
x x

x
 или 

1
1

sin cos

x

x x
. 

 Отсюда  cos 1.
sin

x
x

x
 

Отметим, что данные неравенства выполняются и для  

;0 ,
2

x  потому что функции xcos   и 
x

xsin
 четные.  

Переходим к пределу и получаем:  
 

0 0
lim1 1; limcos 1
x x

x . 
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Тогда по признаку существования предела промежуточной функ-

ции 
0

sin
lim 1.
x

x

x
 

 Теорема доказана. 
 

 Для применения этой теоремы нужно отметить, что в роли аргу-

мента x  под знаком синуса может выступать сложный аргумент – функ-

ция независимой переменной, но структура выражения должна быть 

именно такой, как в приведенной теореме.  

 То есть:      

sin
lim 1,
x a

x

x
 

 

если sin 0x  и 0,x  когда аргумент x  стремится к a .  

 

 На практике как готовые формулы используют следствия из теоре-

мы: 

 1. 
0

lim 1
sinx

x

x
.  3. 

0

sin
lim .

sinx

ax a

bx b
 5. 

0

arcsin
lim 1.
x

x

x
 

 2. 
0

sin
lim .
x

ax
a

x
 4. 

0

tg
lim 1.
x

x

x
  6. 

0

arctg
lim 1.
x

x

x
 

 

 Пример 12.16. Вычислить пределы: 
  

 а)  
0

sin5
lim

4x

x

x 0

5 sin5 5
lim ;

4 5 4x

x

x
  

 

 б) 20

1 cos
lim
x

x

x

2
2

20 0

2sin sin
1 12 2lim lim ;
2 2

2

x x

x x

xx
  

 

 в) 2 20 0 0

cos3 cos5 2sin4 sin 1 sin4 sin 1
lim lim lim ;

2 4 2x x x

x x x x x x

x xx x
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 г) 20 0 0

1 1
sin 1 sin 1

sin 12 2lim lim lim ,
1 2 2 2

2
2

x x x

x x x x

x xx x
  

где  
1

1 ;
2

x x  

 д) 
0 0 0

5 1 5 1
lim ctg5 lim lim .

5 tg5 5 tg5 5x x x

x x
x x

x x
  

 

 Теорема 2. Предел последовательности 
1

1
n

nu
n

, если 

n  равен: 

1
lim 1

n

n
e

n
.    (12.12) 

 Доказательство. 

 Рассмотрим последовательность с общим членом 
1

1
n

nu
n

. Если 

n  стремится к бесконечности, имеем неопределенность 1 .  

 Проведем анализ поведения этой последовательности при n . 

Допустим, что последовательность nu  монотонно возрастает.  

 Действительно, воспользуемся формулой бинома Ньютона: 

 

2

1 111 1 1 1
1 1

1 2 1 2

n

n n

n n n nn n
u n

n n nn n



, 

или  

1 1 1 1 2 1
2 1 1 1 1 .

1 2 1 2
n

n
u

n n n n n
 


 

 

 С увеличением  n  возрастает как число положительных слагаемых 

(их в формуле 1n ), так и величина каждого слагаемого, то есть nu  

возрастает.  
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 Сделаем оценку общего члена последовательности nu : 

 

1

1 1 1 1
2 2 .

1 2 1 2 2 2
n n

u
n

   

 

 Следовательно, имеем сумму  1nS  членов геометрической про-

грессии с первым членом 
2

1
a  и знаменателем 

2

1
q  

 

1

1

1 1

1 1
1

1 2 2 1
1 1,

11 21
2

n

n

n n

a q
S

q
 

или      

2 2 1,nu   то есть  2 3.nu  

 

 Таким образом, последовательность nu  монотонно возрастает и 

ограничена. То есть nu  имеет предел.  

 Предел числовой последовательности  
1

1
n

nu
n

 существует и 

равен числу 2,718281 ).e e   

 Следовательно,  

1
lim 1 .

n

n
e

n
 

 Теорема доказана. 

 Можно доказать, что функция 
1

1
x

y
x

 при x  также име-

ет предел, который равен e  (любое вещественное число x  находится 

между двумя натуральными 1n x n ).  
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 Вторым замечательным пределом называют:  
 

1
lim 1 .

x

x
e

x
    (12.13) 

 

 Последнее равенство можно записать и в таком виде: 
 

1/

0
lim 1 ,e     (12.14) 

где 
1

x
, при , 0.x  

  

 Относительно двух формул (12.13) и (12.14), которые соответству-

ют второму замечательному пределу, можно привести такие же рассуж-

дения, как и при анализе первого замечательного предела: в роли x  и 

 могут выступать соответственно любые бесконечно большие или 

бесконечно малые, но структура выражения должна быть такой, как в 

приведенных формулах. 
 

 На практике как готовые формулы используют следствия из 

(12.13):  

 1. lim 1 .

bx
ab

x

a
e

x
   2. 

1/ /

0
lim 1 .

bx a b

x
ax e    

 3. 
0

1
lim ln .

x

x

a
a

x
   4. 

/lim 1 .

x
a b

x

a
e

bx
    

 5. 
0

lim 1 .
bx ab

x
ax e         6. 

0

1
lim 1.

x

x

e

x
 

 

 Пример 12.17.  

 Вычислить пределы:  

 а)  

3
5

5
3 153 3

lim 1 lim 1 ;

xx xx

x x
e

x x
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 б) 

2 2 1
1 12 1 2 1

2 43 2 2
lim lim 1 lim 1 ;

1 1 1

x
x xx x

x x x

x
e

x x x

  

 в) 
2

2
2

cos 11
1/ 1/(cos 1)

0 0 0
lim cos lim 1 1 cos lim 1 (cos 1)

x
x x xx

x x x
x x x

  

 

2

2 2 20

2sin
cos 1 1 cos 12lim lim

2

0
lim x

x
x x

x x x

x
e e e e . 

 

 Задача. Начальный взнос в банк составляет 0A . Банк насчитывает 

ежегодно %p  годовых, но насчитываются они m раз в год при ежегод-

ном увеличении на %p . Необходимо найти величину вклада, который 

будет накоплен за n  лет.  

 По формуле сложных процентов:  0 1 .
100

mn

n

p
A A

m
 

 

 Если проценты по взносу насчитываются непрерывно, то будем 

иметь:  

100 100

100
0 0 0lim 1 lim 1 .

100 100

p
mnm mmn pn

p

n
m m

p p
A A A A e

m m
 

 

 Формула отображает показательный (экспоненциальный) закон 

роста (при 0p ) или убывания (при 0p ). Ее можно использовать при 

непрерывном начислении процентов. Эта формула достаточно эффек-

тивна при анализе сложных финансовых проблем, например при обос-

новании и выборе инвестиционных решений.  
 

Сравнение бесконечно малых 

 Пусть ,x x  бесконечно малые функции при 

ax  (a  – конечное число или ).  
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 Сравнить бесконечно малые – это означает вычислить предел их 

отношения: 

lim .
x a

x
c

x
     (12.15) 

 

 Если такой предел существует, то: 

 а) при 0,c x  и x  называют бесконечно малыми одного по-

рядка. В частности при 1c  бесконечно малые  и   называют экви-

валентными и пишут ~ ; 

 б) при 0,c x  называют бесконечно малой более высокого по-

рядка, чем x ; 

 в) при ,c x бесконечно малая более низкого порядка, чем 

x . 

 Бесконечно малая x  называется бесконечно малой порядка k  

относительно бесконечно малой x , если   

 

lim 0.
kx a

x
c

x
 

 Пусть, например, 
10; , 0,x x x  тогда 

10

0 0
lim lim
x x

x x

x x
 

9

0
lim 0
x

x  бесконечно малая x  более высокого порядка мало-

сти, чем . При этом порядок малости 10k .  

 Следовательно  и 
10

эквивалентные бесконечно малые. 
 

 Особенный интерес при вычислении предела функции вызывают 

эквивалентные бесконечно малые.  

 Ряд эквивалентных бесконечно малых получен исходя из первого и 

второго замечательных пределов при 0x :  

 

 1. sin x ~ x .  2. arcsin x ~ x .     3. ln 1 .x x  

 4. tg x ~ x .     5. arctg x ~ x .  6. 1
x

a ~ ln .x a        
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 Пример 12.18. Вычислить пределы:  
 

 а) 
0 0

sin5 5 5
lim lim ;

arctg6 6 6x x

x x

x x
 предельный переход дает неопреде-

ленность 
0

.
0

  

 Поскольку 0,x  то sin5x~ x5 , arctg6x~ ;6x   

 б)  

2 2

0 0 02 2

3 9
2sin

1 cos3 92 4lim lim lim
5 251 cos5 252sin
2 4

x x x

x x
x

x x x
;  

 в) 
0 0 0

ln 1 2sin3 2sin3 2 3 6
lim lim lim ;

sin5 sin5 5 5x x x

x x x

x x x
  

 

 г) 2 2 20 0

cos5 cos7 2sin6 sin 6 4
lim lim 2lim .

3arcsin 3 arcsin 3 9x x x

x x x x x x

x x x
  

 

12.6. Непрерывность функции 

 

 Пусть функция y f x  определена на некотором множестве X , а 

в  точке Xx0  ее значение соответственно 0 0y f x .  

 Функция f x  называется непрерывной в точке 0x , если предел 

этой функции при 0x x  равен значению функции в этой точке.  

 То есть:   

0
0lim

x x
f x f x .                                  (12.16) 

 

 Для непрерывной функции в точке 0x  необходимо, чтобы функция 

в этой точке существовала. В определении непрерывности функции точ-

ка 0x  принадлежит области определения функции и является внутрен-

ней точкой, то есть рассматривается двусторонний предел функции.  

 При исследовании непрерывности могут быть случаи, когда функ-

ция непрерывна в данной точке слева или справа. 
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 Если существует предел  
 

0

0 0
0

0 lim
x x

f x f x f x    (12.17) 

или 

0

0 0
0

0 lim
x x

f x f x f x ,   (12.18) 

 

то функцию называют непрерывной в точке 0x  справа и слева соответ-

ственно.  

 Если эти условия не выполняются, то функция имеет разрыв в 

точке 0x  справа или слева.  

 Следовательно, если функция непрерывна в точке 0x , то она не-

прерывна в этой точке справа и слева, то есть: 
 

0 0 00 0f x f x f x .   (12.19) 

 

 Пример 12.19. Доказать, что функция 
3 1y x  непрерывна в 

точке  20x .   

 Доказательство.   

 Найдем значение функции в точке  ,20x  2 9f .  

 Вычислим: 

3 3

2 2 2
lim 1 lim lim1 9
x x x

x x . 

 

 Таким образом, предел функции в точке 20x  равен значению 

функции в этой точке, следовательно, функция непрерывна в точке 

20x .  

 

 Пример 12.20.   

 Доказать, что функция: 

1
sin , 0

0, 0

x x
f x x

x
 непрерывна в точке 

00x . 
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 Доказательство. 

 По условию функция 0 0f ; 
0

1
lim sin 0
x

x
x

 (произведение беско-

нечно малой на ограниченную). 

 Следовательно 
0

lim 0
x x

f x f , функция в точке 00x  является 

непрерывной.  

 Пример 12.21.  

 Доказать, что функция 

2, 1

1, 1

x x
f x

x x
 в точке 10x  имеет 

разрыв. 

 Доказательство. 

 Вычислим односторонние пределы:  
 

2

1 0
1 0 lim 1

x
f x ; 

 

    
1 0

1 0 lim 1 2
x

f x , 

 

то есть предел слева не равен пределу справа и в данной точке предел 

не существует и функция в точке 10x  имеет разрыв. 

 

 Рассмотрим еще одно определение непрерывности функции в точ-

ке.  

 Введем такие понятия: приращением аргумента при переходе от  

значения 0x  к  x  называют разность 0x x x , а соответствующее 

изменение значения функции 0 0y f x x f x  – приращением 

функции в точке 0x .  

 Пусть функция определена в точке 0x  и непрерывна в ней.  

 Тогда:  
  

0 0 0y f x f x f x x f x , 

и 

0 0
0 0

lim lim 0
x x

y f x x f x . 
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 Если функция непрерывна в точке 0x , то бесконечно малому при-

ращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение 

функции, то есть: 

  
0

lim 0
x

y .     (12.20) 

 

 Выполняется и обратное утверждение, если 
0

lim 0
x

y , то функ-

ция непрерывна.  

 Действительно  
  

0

0 0 0
0 0

lim lim lim 0
x x x x

y f x x f x f x f x , 

или 

0

0lim
x x

f x f x , 

 

то есть функция непрерывна.  

         Функция непрерывна на множестве X , если она непрерывна в 

каждой точке этого множества. 
 

 Пример 12.22. Доказать, что функция 
2y x  непрерывна на мно-

жестве ; .  

 Доказательство. 

 Для любой точки  x  найдем:   

2 22 2y f x x f x x x x x x x . 

 

 Тогда:  

2

0 0
lim lim 2 0
x x

y x x x , 

 

 то есть функция непрерывна в произвольной точке x .  

 

 Пример 12.23. Доказать, что функция xy sin  непрерывна для 

любого ;x .   

 Доказательство. 

 Определим: sin sin 2sin cos
2 2

x x
y x x x x . 
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 Тогда: 

0 0
lim lim 2sin cos 0

2 2x x

x x
y x  

и непрерывность доказана (sin
2

x
 – бесконечно мала, 

2
cos

x
x  – 

ограничена единицей).  

 

 Если для функции xf  в точке 0x  не выполняется хотя бы одно из 

условий непрерывности, то есть функция не является непрерывной в 

этой точке, то говорят, что точка 0x  – точка разрыва функции, или xf  

имеет разрыв в точке 0x .  

 Точки разрыва функции классифицируются в зависимости от того, 

как именно нарушается критерий непрерывности.  

  

 Различают такие случаи:   

 1. Существуют односторонние (конечные) пределы и 00xf  

Axf 00 , но Axf 0  или не существует, тогда говорят, что 0x  

является точкой устранимого разрыва.  
 

 2. Существуют конечные односторонние пределы, но  00xf  

00xf , тогда 0x  называют точкой разрыва 1-го рода.  

 

 3. Не существует хотя бы одного из односторонних пределов, или 

по крайней мере один из них бесконечный, тогда точка 0x  – точка раз-

рыва 2-го рода.  
 

 Таким образом, чтобы исследовать функцию на непрерывность в 

данной точке 0x , нужно найти односторонние пределы функции xf  

при 0x x  и вычислить значение функции в точке, то есть проверить 

условие:  

0 0 00 0f x f x f x . 

 

 Далее необходимо сделать выводы соответственно типа разрыва 

функции.  
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 Пример 12.24. Исследовать на непрерывность функцию:  

x

x
y

sin
   в точке 0 0x . 

 Решение.   

 В соответствии с первым замеча-

тельным пределом: 
0

sin
lim 1
x

x

x
 . 

 То есть  
0 0

sin
0 0 lim 1

x

x
f

x
;   

0 0

sin
0 0 lim 1

x

x
f

x
. 

 Но в точке 00x  функция не су-

ществует (рис. 12.29).                Рис. 12.29  
 

 Имеем: 0 0 0 0 0f f f , следовательно 0 0x  –  точка 

устранимого разрыва.  

  

 Пример 12.25. Исследовать на непрерывность функцию  

2

2

3 2

x
y

x x
. 

         Решение.          

 Областью определения функции является вся числовая ось, кроме 

1x , 2x  (знаменатель равен нулю).  

 Следовательно, на непрерывность функцию исследуем в точках: 

 1) 1x .  

 Найдем односторонние пределы: 

1 0

2
1 0 lim

1 2x

x
f

x x
. 

 

 Следовательно, точка 1x  является точкой разрыва 2-го рода;  

 2) 2x . 

2 0

1
2 0 lim 1

1x
f

x
,   1

1

1
lim02

02 x
f

x
 , 
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 в точке 2x  функция не существует, то есть: 

2 0 2 0 2f f f . 

 

 Таким образом, точка 2x  является точкой устранимого разрыва 

(рис. 12.30).  

 
Рис. 12.30 

 

 Пример 12.26. Исследовать на непрерывность функцию:  

2

1, 0

1, 0 1

3
, 1

2

x x

y x x

x x

. 

 Решение.   

 Имеем неэлементарную функцию, которая задана тремя форму-

лами. На каждом из указанных промежутков функция непрерывна, как 

элементарна на области своего существования.  

 Необходимо рассмотреть точки стыковки функций разного вида. То 

есть, точки 0x  и 1x .   

 1. При 0x , односторонние пределы 
 

0 0
0 0 lim 1 1

x
f x ; 

2

0 0
0 0 lim 1 1

x
f x ; 0 1f . 
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 Таким образом, функция в точке 0x  непрерывна.  

 2. При 1x  
2

1 0
1 0 lim 1 2

x
f x ; 

1 0
1 0 lim ( 2) 3

x
f x ; 

1 2f .  

 То есть 1 0 1 0f f   и  функция  в  этой  точке  имеет разрыв 

1-го рода (рис. 12.31).   

 Пример 12.27. Исследовать на непрерывность функцию 

1

2xy e . 

         Решение.         

 В точке 2x  односторонние пределы: 
 

1

2

2 0
2 0 lim 0x

x
f e ;   

1

2

2 0
2 0 lim x

x
f e . 

 

 Следовательно, точка 2x  есть точки разрыва 2-го рода 

(рис. 12.32). 
 

 
Рис. 12.31          Рис. 12.32 

 
 

 Теорема 1 (об арифметических свойствах непрерывных функ-

ций). Если каждая из функций xf  и xg  определена на множестве X  

и непрерывна в точке Xx0 , то в этой точке непрерывными являются 

функции f x g x ; xgxf ; /f x g x  (при условии 0g x ). 
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 Доказательство. 

 Рассмотрим частное двух функций /f x g x . Предположение о 

непрерывности функций xf  и xg  в точке Xx0  равносильно вы-

полнению равенств: 
0

0lim
x x

f x f x ,
0

0lim
x x

g x g x . Отсюда по 

теореме о пределе частного двух функций имеем: 
 

0

0
0

lim
x

f xf x

g x g x
, 

а это значит, что функция 
f x

g x
 непрерывна в точке 0x . 

 Теорема доказана. 
 

        Непрерывность функций f x g x  и f x g x  доказывается 

аналогично; теорема справедлива для алгебраической суммы и произ-

ведения любого конечного числа функций. 
 

 Например, функция 
2 2 5f x x x  непрерывна в каждой точке, 

потому что она является суммой непрерывных функций.   
 

 Теорема 2 (непрерывность сложной функции). Пусть функция 

ufy  определена на множестве U , а функция xu , все значе-

ния которой принадлежат U , определена на множестве X . Если функ-

ция xu  непрерывна в точке Xx0 , а функция ufy  непрерыв-

на в соответствующей точке Uxu 00 , то и функция xfy  

будет непрерывной в точке 0x . 

 Доказательство.  

 Придадим в точке Xx0  приращение x , тогда приращение 

функции xu  будет иметь прирост u . Если 0x , тогда и 

0u , потому что функция xu  непрерывна. Это значит, что 

0y  ( ufy  – непрерывная функция).   

 Следовательно, если 0x , то 0y . 
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 То есть функция xfy  непрерывна.  

 Имеем: 

0
0

lim xfxf
xx

.    (12.21) 

 Теорема доказана. 
 

 Равенство (12.21) означает, что под знаком непрерывной сложной 

функции можно переходить к пределу. 

 

 Теорема 3 (непрерывность обратной функции). Если функция 

xfy  возрастает (убывает) и непрерывна на множестве X , а об-

ласть ее изменения есть Y , тогда на множестве Y  существует одно-

значная обратная функция yx , также возрастающая (убывающая) 

и непрерывная на множестве Y   
 

 Теорема 4 (непрерывность элементарных функций). Основные 

элементарные функции являются функциями, непрерывными на облас-

ти их определения. 
  

 Функцию xfy  называют непрерывной на интервале ba; , 

если она непрерывна в каждой точке этого интервала.  

 Функция называется непрерывной на отрезке ba; , если она не-

прерывна на интервале ba;  и непрерывна справа в точке a  и слева в 

точке b.  

 Если функция xfy  определена на множестве X  и существует 

такое значение Xx0 , что для всех Xx  выполняется условие 

0f x f x  0f x f x , то число 0xf  называется наиболь-

шим  – M  (наименьшим – m) значением функции xf  на множестве 

X . 
 

 Теорема 5. Если функция xfy  непрерывна на отрезке ba; , 

,X a b , то она на этом отрезке достигает своего наибольшего и наи-

меньшего значений.  То есть для любых Xx  выполняется условие: 

m f x M . 
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 Если функция xfy  задана на интервале ba;  или ba; , то 

она таким свойствам может и не удовлетворять.  
 

 Например xy , 0;1x  – ни наименьшего, ни наибольшего зна-

чения функция не имеет. 

  Функция xy  на отрезке 2;0  имеет наименьшее значение 

0 0m f ; наибольшее 2 2M f , то есть на концах отрезка.  

 Функция 
x

y
1

 на отрезке 2;0  не имеет наибольшего значения, 

потому что в точке 0x  она не определена.   

 Функция siny x  на отрезке 0;2  достигает наименьшего значе-

ния 0m , в точке 
2

3
x , 1m , и наибольшего значения 1M  в 

точке 
2

x . 

 

 Теорема 6. Если функция xfy  определена и непрерывна на 

отрезке ba;  и на его концах принимает значение разных знаков, то ме-

жду a  и b существует хотя бы одна точка ;c a b , в которой функция 

равна нулю.  
 

 Теорема 7. Если функция xfy  непрерывна на отрезке ba;  и 

ее наименьшее и наибольшее значения, соответственно, m и M , а чис-

ло ;C m M , тогда на отрезке ba;  найдется хотя бы одна точка c , 

такая, что f c C .  

  

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Какая зависимость называется функциональной?  

2. Какие существуют способы задания функции? 

3. Какие функции называют четными и нечетными? Какие функции 

называют периодическими? Какие функции называют монотонными? Ка-

кие функции называют ограниченными? 
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4. Какие функции принадлежат к основным элементарным? При-

вести примеры элементарных функций в экономике. 

5. Сформулировать определение предела последовательности и 

функции. 

6. Каков геометрический смысл предела функции? Какие теоремы 

используются для нахождения предела функции? 

7. Как раскрывается неопределенность вида , 
0

0
, , 

0 ? 

8. Что такое первый замечательный предел? 

9. Что такое второй замечательный предел? 

10. Какие функции называются эквивалентными? Как эквивалент-

ные функции применяются при вычислении пределов? 

11. Какая функция называется непрерывной в точке 0x ? 

12. Какая функция называется непрерывной на отрезке? 

13. Что означает непрерывность в точке слева (справа)? 

14. Какие точки называются точками разрыва? 

15. Как исследовать на непрерывность элементарные функции? 

 

Упражнения 

 

12.1. Найти область определения каждой из следующих функций: 
 

1) 1 2y x x ;       2) 2log 3y x ; 3) 
3

2

x
y

x
;  

4) 
2 2

9
9

y x x
x

;    5) 
2

1
2

log 1
y x

x
.  

12.2. Построить графики функций: 
 

1) 2 1y x ;         2) 
2 4y x x ;    3) 1y x ;  

4) 
11 2xy ;         5) 

2
3

1
y

x
;       6) 2log 1y x ;   
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7) 

2, 0

2 , 0 1

, 1

x x

y x x

x x

; 8) 

2

sin , 0

0, 0 1

log , 1

x x

y x

x x

. 

 

12.3. Вычислить пределы, используя свойства бесконечно малых и 

бесконечно больших функций: 
 

1) 
cos

lim
3xx

x
;  2) 1,7lim log

x
x x ;  3) 20

cos5
lim

tg 3x

x

x
;  

4) 2

arctg
lim
x

x

x
;  5) lim 3 5x x

x
;   6) 

1

2
lim

1

x

x x
. 

 

12.4. Найти односторонние пределы: 
 

1) 
1 0

1
lim

1x

x

x
; 2)

3

0
lim 2 3x

x
;  3)

2

2( 2 0)
lim

4x

x

x
. 

 

 12.5. Найти пределы функций: 
 

 1) 

2

31

3

3 2 1
lim

27 1x

x x

x
;     2) 2 20

1 1
lim

2x x x x x
; 3) 21

2
lim

2 1x

x x

x x
;     

 4) 
38

9 2 5
lim

2x

x

x
;     5) 

2

2

3 2 1
lim

3 7x

x x

x x
;     6) 

4

3 2

2 1
lim

100 2x

x x

x x
;   

 7) 

4 4

2 2
lim

2 2x

x x

x x
;   8) 

0

tg6
lim

sin8x

x

x
;       9) 

2
1

lim 1
1

x

x x
. 

  

 12.6. Исследовать на непрерывность заданные функции, устано-

вить характер точек разрыва и построить их графики: 
 

 1) 
x

x
xf  ;      2) 2

5
.

1
f x

x
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13. Производная функции одной переменной 

 

13.1. Определение производной. Геометрический,  

механический и экономический смысл производной 
 

Задачи, приводящие к понятию производной 
 

 Задача о проведении касательной к графику функции в точке 

0 0;A x y  (рис. 13.1).   

   

   
  

Рис. 13.1 

 

 Пусть дана непрерывная кривая y f x . Необходимо найти тан-

генс угла наклона касательной к этой кривой в точке 0 0;A x y . 

 Определим понятие касательной к кривой. 

 Дадим аргументу 0x  приращение x  и перейдем на кривой 

y f x  от точки 0 0;A x y  к точке yyxxA 001 ; .  

 Проведем секущую 1AA .  Когда 1A  будет перемещаться вдоль кри-

вой к точке A, секущая будет вращаться вокруг точки A и приближаться 

к некоторой прямой с углом наклона . Эту прямую и называют каса-

тельной. 

 Касательной к кривой y f x  в точке 0 0;A x y  называют пре-

дельное положение секущей 1AA  при приближении точки 1A  к точке A, 
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то есть при  0x . 

 Тангенс угла наклона секущей может быть найден из прямоуголь-

ного треугольника как отношение противолежащего катета к прилежа-

щему:  

x

y
tg . 

 Тогда тангенс угла наклона касательной  
 

x

y
tgtg

xx 00
limlim . 

 

Задача о скорости прямолинейного движения материальной точ-

ки, если известна функция пути S S t .  

Рассмотрим некоторое прямолинейное движение. Каждому значе-

нию времени t  соответствует определенное значение пройденного пути 

S , то есть задана функция с помощью уравнения движения tSS . 

К моменту времени t t  пройденный путь равен ttS . За 

промежуток времени t  пройденный путь составит tSttSS . 

Средняя скорость на промежутке S  составит: 
 

t

S
vcp . 

 

 Чем меньше t , тем лучше средняя скорость характеризует дви-

жение точки в момент времени t . Поэтому скоростью точки в момент 

времени t  называют предел средней скорости за промежуток от t  до 

t t , когда 0t : 

t

S
tv

t 0
lim . 

 

 Итак, рассматривая различные по характеру задачи, пришли к пре-

делу одного вида 
x

y

x 0
lim . Этот предел используется в различных об-

ластях науки.  

 Поэтому ему дали отдельное название – производная. 
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  Дадим общее определение производной. 

Пусть функция xfy  определена на множестве baX ; . За-

дадим значение аргумента 0x x . Получим приращение аргумента x , 

тогда соответствующее приращение функции будет  
 

0 0 .y f x x f x  

 

Производной функции xfy  в точке 0x x  называется пре-

дел отношения приращения функции y  в этой точке к приращению ар-

гумента x , когда приращение аргумента стремится к нулю произволь-

ным способом.  

То есть: 

0 0
0

0 0
lim lim
x x

f x x f x y
f x

x x
. (13.1) 

 

Процесс нахождения производной называется дифференцирова-

нием функции.  

Если функция имеет производную в точке 0x , то она называется 

дифференцируемой в этой точке.  

Производная в данной точке – это число.  

Если производная существует в каждой точке множества X , то 

функция дифференцируема на множестве. При этом производная изме-

няется вместе со значением x , то есть является функцией аргумента x .  

Для производной функции применяют разные обозначения. На-

пример: 
dx

xdf

dx

dy
yy x ,,',' . 

Анализируя определение производной функции xf  в некоторой 

точке x , получим общий порядок нахождения производной, а именно: 

1) придаем аргументу x  приращение x  и находим соответствую-

щее приращение функции y f x x f x ; 

2) делим приращение функции на приращение аргумента, то есть 

находим отношение приращений: 
 

f x x f xy

x x
; 
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3) находим предел этого отношения, то есть искомую производную: 
 

0
lim
x

y
f x

x
. 

 

Пример 13.1. Найти по определению производные функций: 
 

а) siny x , x R; 

 1) sin siny f x x f x x x x ; 

 2) 
sin sinx x xy

x x
; 

 3) 
0 0 0

2sin cos
sin sin 2 2

lim lim lim
x x x

x x
x

x x xy

x x x
 

 
0 0

sin
2lim lim cos cos ;

2

2

x x

x
x

x x
x  

б) lny x ; 

 1) ln lny x x x ; 

 2) 
ln lnx x xy

x x
; 

 3) 

1

0 0 0

ln 1

lim lim lim ln 1
x

x x x

x

y xx

x x x
 

 

1

1

0

1
ln lim 1 ln

x x
x

x

x

x
e

x x
; 

в) 
xy a ; 

 1) 
x x xy a a ; 

 2) 

x x xy a a

x x
; 
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 3) 
0 0

1
lim lim ln

x xx x x
x

x x

a aa a
a a

x x
. 

 

Теорема 1 (о непрерывности дифференцируемой функции). Если 

функция xfy  дифференцируема в точке 0x , то она непрерывна в 

этой точке. 

Доказательство.  

Пусть функция xf  имеет производную 0f x  в точке 0x .  

То есть: 

0
0

lim
x

y
f x

x
. 

 

По критерию существования предела имеем:  
 

0 ,
y

f x x x
x

, 

где ,x x  – бесконечно малая при 0x .  

 

 Следовательно, 0 ;y f x x x x x  и, учитывая арифме-

тические свойства пределов и бесконечно малых, получаем: 
0

lim 0
x

y . 

Это значит, что xfy  непрерывна в точке 0x .  

 Обратное к теореме 1 утверждение вообще может и не выполнять-

ся. То есть из непрерывности функции не вытекает дифференцируе-

мость y x .  
 

 Геометрический смысл производной. Для функции xfy  ее 

производная xfy ''  для каждого значения x  равна угловому коэф-

фициенту касательной в соответствующей точке. 

Уравнение касательной к кривой в точке 0 0;A x y :  

0 0y y k x x .   

Угловой  коэффициент  касательной:  
0

tg lim
x

y
k

x
,  то  есть   

0k f x . 
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Отсюда уравнение касательной имеет вид:  
 

0 0 0y f x f x x x ,   (13.2) 

 

а нормали (перпендикуляра к касательной): 
 

0 0
0

1
y f x x x

f x
.   (13.3) 

 Если касательную к кривой в некоторой  точке провести невозмож-

но, то это означает, что функция недифференцируема в этой точке.  

 Механический смысл производной. Для функции xfy , ме-

няющейся со временем x , производная 0'' xfy  есть скорость из-

менения y  в момент 0x . 

 Если термин «скорость» понимать в более общем смысле, то про-

изводную можно трактовать как скорость изменения функции xfy  

по переменной x , независимо от того, какой процесс эта функция опи-

сывает. 

 Экономический смысл производной. Производная выражает 

предельные расходы производства и характеризует приблизительно 

дополнительные расходы на производство единицы дополнительной 

продукции. 

Пусть предприятие производит однородную продукцию. Тогда рас-

ходы предприятия являются функцией объема производства xfy . 

Если количество продукции изменилось на x , тогда расходы производ-

ства также изменятся на y f x x f x . 

 Следовательно, равенство  
f x x f xy

x x
 – это среднее 

приращение расходов производства на единицу продукции. Если в этом 

равенстве перейти к пределу: 
 

0
lim
x

f x x f x
f x

x
, 

 

то получим предельные расходы производства при данном объеме 

производства x . 
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 Рассмотрим зависимость себестоимости произведенной продукции 

от ее объема. Тогда предельная себестоимость характеризует отно-

шение приращения себестоимости к приращению объема продукции при 

малом изменении продукции.  
 

 Пусть дана функция спроса от цены товара. Ее производная при-

близительно равна увеличению спроса при увеличении цены на одну 

единицу. При повышении цены спрос уменьшается, а абсолютное зна-

чение производной показывает уменьшение спроса со стороны покупа-

телей при повышении цены товара за единицу. 
  

 Применение дифференциального исчисления к исследованию эко-

номических объектов и процессов на основе анализа этих предельных 

величин получило название предельного (маржинального) анализа. 

Суть маржинального анализа заключается в анализе соотношения объ-

ема продаж (выпуска продукции), себестоимости и прибыли на основе 

прогнозирования уровня этих величин при заданных ограничениях. 

 Предельные величины характеризуют не состояние (как суммарная 

или средняя величины), а процесс изменения экономического объекта. 

Таким образом, производная выступает как скорость изменения не-

которого экономического объекта (процесса) во времени или относи-

тельно другого исследуемого фактора.   

 

13.2. Производные элементарных функций.  

Производная обратной функции. Таблица производных.  

Правила вычисления производных.  

Производная сложной функции 

 

 Определение производной используется для практического вычис-

ления табличных производных функций.  

 Если функция, производную которой нужно найти, представляет из 

себя комбинацию элементарных функция, то для вычисления производ-

ных применяются таблицы производных элементарных функций и пра-

вила дифференцирования, важнейшие из которых приведены ниже. 
 

Пусть функции u x  и x  имеют производные в некоторой точ-

ке x , тогда в той же точке: 
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1) u u   – производная суммы (разности) равнв сумме 

(разности) производных; 

2) u u u  – правило дифференцирования произведения 

функций;  

       следствие из 2): постоянный множитель выносится за знак 

производной ,cu cu c const ; 

3) 2

u u u
 0x  – правило дифференцирования ча-

стного функций. 
 

Пример 13.2. Найти производные функций. 

Решение: 

а) tgy x ; 

     
sin

cos

x
y

x
;  

2 2

2 2 2

sin cos cos sin cos sin 1

cos cos cos

x x x x x x
y

x x x
. 

 

Следовательно 2

1
tg

cos
x

x
; 

 

б) ctgy x ; 

cos

sin

x
y

x
;  

2 2

2 2 2

cos sin sin cos sin cos 1

sin sin sin

x x x x x x
y

x x x
. 

 

Следовательно 2

1
ctg

sin
x

x
; 

 

в) 2 lnxy x ;  

1
2 ln 2 ln 2 ln2 ln 2x x x xy x x x

x
. 

Следовательно, 
1

2 ln 2 ln2 ln 2x x xx x
x

. 
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Таким образом, производную любой элементарной функции можно 

найти, если пользоваться правилами и таблицей производных основных 

элементарных функций. 
 

Таблица производных 
 

1. y c      0y . 

2. y x R    
1y x . 

3. 0; 1xy a a a    lnxy a a . 

4. ln 0y x x    
1

y
x

. 

5. siny x     cosy x . 

6. cosy x     siny x . 

7. tgy x      2

1

cos
y

x
. 

8. ctgy x     2

1

sin
y

x
. 

9. arcsiny x     
2

1

1
y

x
. 

10. arccosy x     
2

1

1
y

x
. 

11. arctgy x     2

1

1
y

x
. 

12. arcctgy x     2

1

1
y

x
. 

 

Теорема 2 (производная сложной функции). Если функция 

y f u  при некотором значении u  имеет производную u uy f u , а 

функция u x  имеет производную x xu x  в точке x , которой со-
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ответствует значение u , то производная сложной функции y f x  

определяется по формуле: 

u xx
f x f u x  

или 

x u xy y u .        (13.4) 

 

Доказательство. 

По условию теоремы функция y f u  имеет производную в точке 

u , то есть существует  

0
lim u
u

y
y

u
, 

откуда по теореме о пределе имеем:  
 

,u

y
y u u

u
, 

где uu,   – бесконечно мала при 0u .  

 

Тогда 

,uy y u u u u  

или 

,u

y u u
y u u

x x x
. 

 

 При 0x  и 0u  (как непрерывная функция, которая имеет 

производную).  

 Следовательно, найдем предел 
y

x
: 

 

0 0 0
lim lim lim ,u
x x x

y u u
y u u

x x x
. 

 

Получаем правило для нахождения производной сложной функции:  
 

x u xy y u . 
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Пример 13.3. Найти производную. 

Решение: 

а) 
3cosy x . 

Если cosu x , тогда 
3y u .  

По таблице производных получим: 

3 2 2cos 3 sin 3cos sinx xu
y u x u x x x ; 

б) 
3 3cos ; cosy x u x f u u .  

Следовательно, 
3 2sin 3 .y x x  

 

Случай сложной функции как суперпозиции нескольких исчерпыва-

ется последовательным применением приведенного правила.  

Для функции:  

y f u ,  u ,  x ; 

 

x u x u xy y u y u . 

 

Пример 13.4. Найти производную 
4arctg 2y x . 

Решение.     

3

2

1
4arctg 2 2

1 4
y x

x
. 

 

Теорема о дифференцировании сложной функции дает возмож-

ность доказать правила вычисления производных для некоторых функ-

ций. 
 

1. Производная обратной функции. Если функция y f x  име-

ет обратную x y  и существует производная, отличающаяся от нуля 

xy  в некоторой точке x , то 
1

y
x

x
y

. 

Таким образом,  

1
y

x

x
y

  и  
1

0x y
y

y x
x

.        (13.5) 
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Пример 13.5. Найти производные: 

а) arctgy x . 

Считая, что tgx y , 2

1

cos
yx

y
, или 

2

2 2

1 1
cos

1 1
xy y

tg y x
. 

Следовательно,  2

1
arctg

1
x

x
; 

б) arcsiny x . 

Тогда, yx sin , cosyx y , 
2 2

1 1 1

cos 1 sin 1
xy

y y x
. 

 

2. Производная неявной функции. Функция определяется нере-

шенным относительно y  уравнением: 

, 0F x y , или  , 0F x f x . 

 

Для нахождения производной от y  нет необходимости решать 

уравнение , 0F x y  относительно y  (не всегда это можно сделать), 

достаточно рассмотреть , 0F x f x  как сложную функцию от x , но с 

учетом того, что 0xF , найти 'y  из этого тождества.  

 

        Пример 13.6. Найти производную 
2 22 3 5 4 10 0x y xy x y . 

Решение. 

Найдем производную по x  обеих частей уравнения, учитывая, что 

переменная y  – функция от x . Следовательно,  

 

2 4 3 5 4 0x y y y xy y . 

 

Решая это уравнение относительно 'y  имеем: 

2 3 5

4 3 4

x y
y

y x
. 

 

Для вычисления производной в некоторой точке 0xx  нужно най-

ти и соответствующее значение функции 0y .  
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3. Производная степенно-показательной функции. Функция, ко-

торая имеет вид 
x

y u x , называется степенно-показательной. Для 

вычисления производной этой функции найдем: ln lny x u x   (ло-

гарифмическое дифференцирование). Полученная функция будет неяв-

ной и к ней применим правило дифференцирования неявной функции.  

Следовательно,  

1 1
lny u u

y u
. 

 

 Из этого равенства получим: 

1
lny u u u

u
.    (13.6) 

 

Пример 13.7. Найти производную функции tg
x

y x . 

Решение. 

Согласно правилу логарифмического дифференцирования полу-

чим:        

ln ln tgy x x  

или        

2

1 1 1
ln tg

tg cos
y x x

y x x
. 

 

 Откуда   

2 2

1 1 ctg
tg ln tg tg ln tg

tg cos cos

x x x
y x x x x x x

x x x
. 

 

4. Производная функции, заданной параметрически. Функцию 

y f x  называют заданной в параметрической форме, если она опре-

деляется с помощью двух функций x t , y t  от вспомогатель-

ной переменной  t  (параметра), а именно: 

.
x t

y t
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Параметрическую функцию можно дифференцировать как неяв-

ную, не прибегая к  ее явному заданию. 
 

Теорема 3. Производная функции, которая задается уравнениями 

x t , y t  равна: 

t
x

t

ty
y

x t
,     (13.7) 

 

если y  и x  имеют производные по аргументу t . 

Доказательство. 

Функцию y  от x  можно рассматривать как сложную функцию: 

y t , t g x , то есть y g x .  

Тогда по правилу дифференцирования сложной функции: 

1 t
x t x t

t t

y
y t y

x x
,  так как  1x tt x . 

 

Заметим, что y f x  геометрически – некоторая линия, тогда ра-

венства x t ; y t  называют параметрическими уравнениями 

линии. 
 

Пример 13.8. Найти производную функции: 

cos
.

sin

x R t

y R t
 

Решение. 

Соответственно теореме: 
t

x
t

y
y

x
, то есть 

cos
ctg

sin
x

R t
y t

R t
. 

Геометрически, если исключить параметр t , получаем: 
 

2 2 2x y R . 

 

То есть заданная параметрическая функция является параметри-

ческим уравнением окружности радиуса R, t  – угол между радиус-

вектором точки окружности и положительным направлением оси Ox 

0 2t . 
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Пример 13.9. Функция задана параметрическими уравнениями: 

arcsinx t , 
2ln 1y t . Найти xy . 

Решение. 

По формуле   

'
'

'
t

x

t

y
y

x
 имеем:  

2 2

2

2

2
(ln(1 )) 21 .

1(arcsin ) 1

1

x

t
t tty
t t

t

 

 

13.3. Производные высших порядков 

 

Если функция xfy  имеет производную xf '  на некотором 

множестве X , то  производная от этой производной называется произ-

водной второго порядка от функции xfy .  

То есть: 
 

0
lim
x

f x x f x
f x f x

x
. 

 

Таким образом, чтобы найти n-ю производную от функции 

xfy , необходимо найти первую производную от 1n -й производ-

ной функции.  

Следовательно, 

1
( )

nn
f x f x .    (13.8) 

 

 То есть для нахождения n -й  производной нужно вычислить: 

 

f x , 
1

,...,
n

f x f x . 

 

Пример 13.10. Найти производную второго порядка "y  от функции 

2ln( 1 ).y x x  
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Решение.  

Сначала находим y : 

2
2

2 2

12
2 2

2 2 2

2
1

1 2 1( 1 )
1 1

1 1
(1 ) .

1 ( 1 ) 1

x

xy x x
x x x x

x x
x

x x x x

 

 

1 3
2 22 2

2 3

1
((1 ) ) (1 ) 2 .

2 (1 )

x
y x x x

x
 

 

Физический смысл производной второго порядка: если tSS , 

тогда S t t  – это скорость в точке t , а S t t  – это ускоре-

ние движения в момент времени t . 

Экономический смысл производной второго порядка: вторая про-

изводная от производственной функции xfy  по переменной x  есть 

скорость изменения предельных расходов (уменьшение или увеличе-

ние) в зависимости от объема производства x . 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Что такое производная функции? 

2. Каков геометрический смысл производной? 

3. Как записать уравнение касательной к кривой в заданной точке? 

4. Какой вид имеет уравнение нормали к кривой в заданной точке? 

5. Каков механический смысл производной? 

6. Запишите таблицу производных для основных функций. 

7. Какие основные правила дифференцирования? 

8. Как найти производную сложной функции y f x ? 

9. Как найти производную функций, которая задана неявно и па-

раметрически? 

10. Как найти производную от степенно-показательной функции? 

11. В чем заключается физический и экономический смысл произ-

водной второго порядка? 
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Упражнения 

 

13.1.  Пользуясь определением производной, найти производные 

функций: 

1) 
2y x ;      2) 

1
y

x
;      3) 

2siny x . 

 

Найти производные функции, пользуясь правилами дифференци-

рования и таблицей производных: 
 

13.2. 2 3 4

5 4 5 6
.

11
y

x x x x
  13.3. 

2 13

3 32 2 3 .y x x x  

13.4.  
3 4 1

3 5 .y x x x x
x

  13.5. 

2 2
.

3 4

x x
y

x
 

13.6. 

2

2

1
.

1

x x
y

x
    13.7. 

2 3 45 (2 4 ) .y x x  

 13.8. .
sin 2 1

x
y

x
    13.9. 

2 2y tg x ctg x . 

13.10. 
2arctg .y x      13.11. 

1
arccos .y

x
 

 

Найти производную второго порядка:  
 

13.12.  
4 24 5 3.y x x x   13.13. 

2sin 3 .y x  

 

Найти производные  от функций, которые заданы неявно: 
 

13.14. 
3 3 2 2 0.y x x y    13.15. cos sin .x y y x   

13.16. 1.x y xye e e    13.17. 2 ln .y y x    
 

Найти вторую производную  от неявной функции: 
 

13.18. ln .y x xy     13.19. 
3 3 3 3 0.x y y  
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Найти производные первого и второго порядков от функций, за-

данных параметрически: 
 

13.20. 
2ln , .x t y t   13.21. 

3 2 23 , 3 7.x t t y t  

 

Применяя метод логарифмического дифференцирования, найти 

производные для заданных функций: 
 

13.22. 1 2 1 3 1y x x x . 13.23. 
4 5 6

3 4 2 7 1y x x x . 

13.24. 

3

4

2 5 1
.

1

x x
y

x
  13.25. 

1xy x .  

 

 

14. Дифференциал функции одной переменной 

 

14.1. Определение дифференциала. Дифференциал суммы,  

произведения и частного. Дифференциалы высших порядков 

 

Пусть функция xfy  имеет в точке x  конечную производную 

0f x , то есть существует конечный предел 
0

lim 0
x

y
f x

x
. 

 Тогда: 

,y f x x x x x . 

 

Следовательно, приращение функции в точке x  равно сумме двух 

бесконечно малых.  

Первое слагаемое бесконечно малое и линейное относительно 

приращения аргумента x .  

Второе слагаемое бесконечно малое более высокого порядка ма-

лости, чем x : 

0

,
lim 0
x

x x x

x
. 

 

 Говорят, что величина xx'f  составляет главную часть прира-

щения функции xfy . 
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Дифференциалом функции xfy  называется линейная отно-

сительно x  величина xx'f , составляющая главную часть прира-

щения функции xfy  (обозначается dy): 

 

dy f x x  , 

или  

dy f x dx  ;x dx dx x x .     (14.1) 
 

Тогда 
dy

f x
dx

 (обозначение производной как частного диффе-

ренциала функции xfy  и аргумента x ). 

Рассмотрим геометрический смысл дифференциала (рис. 14.1).  

 
Рис. 14.1 

 

Из геометрического смысла производной: 
 

tgf x , tgAB x f x x dy . 

 

Таким образом, геометрически дифференциал dy  функции 

xfy  в данной точке изображает приращение ординаты касательной 

к графику функции в этой точке, когда x  получает приращение x . 
 

Пример 14.1. Вычислить дифференциал функции 
2 2 3y x x  в 

точке 2x , 1,0x . 
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Решение.  

По определению:    

dy f x x , 

или 

2dy x x x ; 2 2 2 0,1 0,2dy . 

 

Сравним dy  с приращением функции y : 

 

2 222 3 2 3 2 2y x x x x x x x x x . 

 При 0,1x , 0,2 0,01 0,21y .  

 То есть y dy . 
 

Так как дифференциал dy  по форме отличается от производной 

лишь множителем dx, то свойства дифференциала аналогичны свой-

ствам производных, а именно: 
 

1) 0dc , c const ; 

2) d u du d ; 

3) d u du ud d cu cdu ;       

4) 2

1u
d du ud ; 

5) инвариантность формы дифференциала. 
 

Пусть функция xfy  имеет производную в точке x , тогда 

дифференциалом первого порядка является выражение вида: 
 

dy f x dx . 

 

Пример 14.2. Найти дифференциал функции 
3 3arctg (e ).xy  

Решение. 

По формуле dy y dx  имеем: 
 

3
2 3 3 2 3

6 6

1 9
3arctg ( ) 3 arctg ( )

1 1

x
x x x

x x

e
dy e e dx e dx

e e
. 
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Если допустить, что dx имеет любое, но фиксированное значение, 

то dy  также, как и производная, является функцией переменной x .  

То есть можно найти его дифференциал, а именно:  
 

' 2
d dy d f x dx f x dx dx f x dx , 

или  

2 2d y f x dx .    (14.2) 

 

Следовательно, дифференциалом второго порядка функции 

xfy  называется дифференциал от дифференциала первого поряд-

ка этой функции. Аналогично дифференциалом n -го порядка 
nd y  на-

зывается дифференциал от дифференциала 1n -го порядка, то есть 

1n nd y d d y .   

Таким образом, в общем случае, имеем: 
 

( )n n nd y f x dx .    (14.3) 

 

Из последней формулы найдем значение производной n -го поряд-

ка как отношение дифференциала n -го порядка к n -й степени диффе-

ренциала независимой переменной:  

( )
n

n

n

d y
f x

dx
.     (14.4) 

 

    14.2. Применение дифференциала в приближенных вычислениях 

 

Если функция xfy  в точке x  имеет конечную производную, то  

 

y f x x x ,  

где , 0x x , при 0x . 
 

 Пользуясь обозначением дифференциала, запишем: 
 

y dy x . 

Отсюда  y dy x . 
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То есть чем меньше приращение аргумента x , тем меньше диф-

ференциал функции отличается от приращения функции.  

Следовательно, для достаточно малых x  можно написать при-

ближенное равенство:  
 

y dy ; y dy  – абсолютная погрешность, 

 

и     

y dy

y
 – относительная погрешность. 

Таким образом, 

        f x x f x f x x  

или  

f x x f x f x x .                    (14.5) 

 

Заметим, что в практических задачах вычисление приращения 

функции значительно сложнее, чем вычисление дифференциала. По-

этому если x  – малые, дифференциал можно приближенно считать 

приращением функции. 
 

Пример 14.3. Вычислить приращение и дифференциал функции 
 

3 22 3 4y x x x  

 

при переходе от 2x  к 2,02x .  

          Решение.           

          Имеем 
23 4 3y x x , следовательно 

23 4 3dy x x x .  

 Найдем dy  в точке 2x  при 0,02x .  

 Таким образом: 

2
0,02

7 0,02 0,14x
x

dy ; 

 

3 2 3 22 3 4 2 3 4y x x x x x x x x x , 

 

2
0,02

0,14160x
x

y . 

 



 189 

 Следовательно, абсолютная ошибка 0,0016y dy ,  

    относительная ошибка 0,011
y dy

y
. 

 

Пример 14.4. Вычислить приближенно 3 27,36.  

Решение. 

Рассмотрим функцию 
3y x  и вычислим ее значение при 

27,36x . 

Пусть 0 27,36,x x  270x , 0,36x . Тогда 
33

0 27 3,x  

3 2

1

3
y

x
, а 0 3 2

1 1
( ) (3)

273 27
y x y . 

 

По формуле 0 0 0( ) ( ) ( )y x x y x y x x  имеем: 

 

33
1

27,36 27 0,36 3,013.
27

 

 

14.3. Использование производной для анализа некоторых  

экономических показателей 

 

Предельные величины в экономической литературе называются 

маржинальными. Рассмотрим использование производной для анализа 

некоторых экономических показателей. 

1. Расходы производства. 

Если расходы производства рассматривать как функцию количест-

ва изготовляемой продукции x , то есть xfy , то xfy ''  – пре-

дельные расходы, которые характеризуют приращение расходов на 

производство дополнительной единицы продукции, а 1 ( )/y x f x x  – 

средние расходы, которые являются расходами на единицу выпуска 

продукции. 

2. Производительность труда. 

Пусть y f t  – это объем изготовленной продукции за время t . 

Тогда y f t  – это производительность труда в момент времени t . 
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3. Функция потребления и сбережения. 

Пусть x  – национальный доход, ( )C x  – функция потребления 

(часть дохода, который тратится), ( )S x  – функция сбережения (часть 

дохода, который экономится), тогда: 
 

( ) ( )x C x S x . 
 

Дифференцируя обе части равенства, получим:  
 

1
dC dS

dx dx
,                 (14.6) 

где 
dx

dC
 – предельное стремление к потреблению; 

dS

dx
 – предельное 

стремление к сбережению. 
 

Для исследования экономических процессов и решения приклад-

ных задач часто используют понятие эластичности функции. 

Эластичностью функции yEx  в точке x  называется предел от-

ношения относительного приращения функции в данной точке к относи-

тельному приращению аргумента x , если 0x : 
 

0 0
( ) lim : lim .x

x x

y x x y x
E y y

y x y x y
  (14.7) 

 

Эластичность функции приближенно показывает, на сколько про-

центов изменяется функция xfy  при изменении аргумента x  на 

1 %. Если 1xE y  – функция является эластичной, при 1xE y  – 

неэластичной, при 1xE y  – функция считается нейтральной. 

 

Основные свойства эластичности функции: 

1. Эластичность – безразмерная величина, значение которой не 

зависит от того, в каких единицах измерены величины x  и y . 

 2. Эластичность функции равна произведению независимой пере-

менной на темп изменения функции:  

( ) , ln .x y y

y
E y x T T y

y
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3. Эластичность произведения и частного:  
 

( ) ( ) ( ),x x xE uv E u E v    ( ) ( ).x x x

u
E E u E v

v
 

4. 
1

( )
( )

x
y

E y
E x

 – эластичности взаимно обратных функций яв-

ляются взаимно обратными функциями. 
 

Геометрический смысл эластичности функции 

Из рис.14.2 видно, что MBN MAC .  

 

 
Рис. 14.2 

Тогда  
 

,
MN MB

MC MA
  tg , ,MN x MC y tg y , 

x MB
y

y MA
, 

то есть   

x

MB
E y

MA
. 

 

Таким образом, эластичность (по абсолютной величине) равна от-

ношению расстояний по касательной от данной точки графика функции к 

точкам ее пересечения с осями Oy и Ox соответственно. 

 

Виды эластичности в экономике 

 Эластичность спроса по цене (прямая) показывает относительное 

изменение (в процентах) величины спроса при изменении цены на 1 % и 

характеризует чувствительность потребителей к изменению цен на про-

дукцию. 
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 Эластичность спроса по доходу характеризует относительное из-

менение величины спроса при изменении дохода потребителей на 1 %.  

 Перекрестная эластичность спроса по цене характеризует отно-

сительное изменение величины спроса на одно благо при изменении 

цены на другое благо (замещающее или дополняющее его в потребле-

нии) на 1 %.  

 Ценовая эластичность ресурсов характеризует относительное 

изменение величины спроса на какой-либо ресурс при изменении цены 

этого ресурса на 1 %.  

 Эластичность замещения одного ресурса другим характеризует 

необходимое изменение величины одного ресурса при изменении коли-

чества другого ресурса на 1 % с тем, чтобы выпуск при этом не изме-

нился. 
 

Пример 14.5. Функция расходов производства продукции некото-

рой фирмы имеет вид: 

3 2( ) 0.1 1.2 5 250y x x x x . 

Найти предельные и средние расходы при 10x . 

Решение. 

Предельные расходы: 
 

2( ) 0.3 2.4 5; (10) 30 24 5 11.y x x x y  

 

 Средние расходы: 
 

3 2
2

1

0.1 1.2 5 250 250
( ) 0.1 1.2 5 ;

x x x
y x x x

x x 1(10) 28y . 

 

Это значит, что при данном количестве изготовляемой продукции 

средние расходы на производство одной единицы продукции составля-

ют 28 ден. ед., а увеличение объема на 1 единицу продукции при дан-

ном уровне производства обойдется фирме приблизительно в 11 ден. 

ед. 
 

Пример 14.6. Объем производства зимней обуви может быть опи-

сан уравнением: 

3 21 7
6 2100

3 2
f t t t t . 
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Вычислить производительность труда, скорость ее изменения: 

а) в начале года ( 0t ); б) в середине года ( 6t ); в) в конце года 

( 12t ). 

Решение. 

Производительность труда: 
2( ) 7 6f t t t (ед./мес.), а скорость 

изменения производительности – ( )f t , или 72" ttf . 

  Следовательно, значение производительности труда и скорости ее 

изменения в данных точках будет: 
 

) (0) 6, (0) 7;

) (6) 0, (6) 5;

) (12) 6.6, (12) 16.

a f f

б f f

в f f

 

 

Пример 14.7. Функция потребления некоторой страны имеет вид: 
 

4/3( ) 15 0.25 0.36C x x x , 

где x  – совокупный национальный доход (ден. ед.). 
 

Найти:  

а) предельное стремление к потреблению;  

б) предельное стремление к сбережению, если национальный до-

ход составляет 27 ден. ед. 

Решение. 

Предельное стремление к потреблению: 
1/3( ) 0.25 0.48C x x , 

его значение (27) 1.69.C  Предельное стремление к сбережению най-

дем из формулы:  

1
dC dS

dx dx
. 

 

 Следовательно,  

1/3( ) 1 ( ) 0.75 0.48 ;

(27) 1 1.69 0.69.

S x C x x

S
 

 

Пример 14.8. Зависимость между себестоимостью единицы про-

дукции в (тыс. грн) и выпуском продукции x (млн грн) выражается фор-

мулой 0,6 40y x .  
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Найти эластичность себестоимости при выпуске продукции 60x  

млн грн.  

Решение. 

0.6
( )

0.6 40 240
x

x x
E y

x x
 при 60x  млн. грн. 

 

( ) 0.33xE y , 

 

то есть при выпуске продукции на 60 млн грн увеличение его на 1 % 

приведет к снижению себестоимости на 0,33 %. 

 

14.4. Основные теоремы дифференциального исчисления.  

Правило Лопиталя 

 

Для исследования функций и построения их графиков фундамен-

тальное значение имеют некоторые теоремы, которые являются теоре-

тической основой для многих прикладных задач. 
 

Теорема Ферма  

Пусть функция xfy , которая определена в интервале ;a b  и 

в некоторой точке ;c a b , принимает наибольшее (наименьшее) зна-

чение. Если в этой точке существует конечная производная, то она рав-

на нулю. 

Доказательство. 

Пусть для определенности в точке c  функция достигает наиболь-

шего значения. Это значит, что для любого ;x a b  выполняется усло-

вие f x f c . 

Придадим аргументу x  в точке c  приращение x , получим прира-

щение функции 

y f c x f x , ,;c x a b  

или 

f c x f cy

x x
. 

 

Числитель этой дроби 0y f x f c .  
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Следовательно, если 0x , то 0
y

x
, а если 0x , то 0

y

x
. 

По условию теоремы в точке c  существует производная, то есть суще-

ствует предел: 
 

0
lim
x

f c x f c
f c

x
, 

 

который не зависит от того, как x  стремится к нулю (слева или справа).  
 

 Если вычислить предел при 0x  и 0x  соответственно 

получим 0' cf , 0' cf . Отсюда 0' cf .  

 

В случае, когда функция xf  достигает в точке c  наименьшего 

значения, теорема доказывается аналогично. 
 

Геометрический смысл теоремы Ферма (рис. 14.3).  

 
 

По теореме 0' cf , то есть 

касательная в точке ;M c f c  

параллельна оси Ox. 

 

 

 

 
 

       Рис. 14.3  

Теорема Ролля  

Если функция xf :  

1) непрерывна на отрезке ;a b ;  

2) имеет конечную производную в интервале ;a b ;  

3) на концах отрезка принимает одинаковые значения, то есть 

f a f b ,  

то в интервале ;a b  найдется по крайней мере одна точка c , в ко-

торой 0' cf  (рис. 14.4).  
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Доказательство. 

Непрерывная на сегменте функция достигает на этом сегменте  

наибольшего M и наименьшего m значений. 

Рассмотрим два случая: 

 

1. Пусть M m , тогда 

m f x M . Отсюда для 

любого ;x a b , f x m, то 

есть constf x  на сегменте 

;a b . Итак, 0f x  на этом 

сегменте и в качестве точки c  

можно брать любую точку сег-

мента ;a b . 

Рис.14.4    
 

2. Если M m, тогда хотя бы одно из значений M  или m функ-

ция достигает во внутренней  точке сегмента ;a b . Тогда, по теореме 

Ферма в этой точке 0' cf .  
 

Теорема Лагранжа  

Если функция xf  непрерывна на отрезке ;a b  и имеет конеч-

ную производную на интервале ;a b , то найдется по крайней мере од-

на такая точка cx , a c b, в которой выполняется равенство: 
 

f b f a
f c

b a
,    (14.8) 

или 

f b f a b a f c . 

Доказательство. 

Рассмотрим вспомогательную функцию 
 

f b f a
F x f x f a x a

b a
. 



 197 

Функция F x  удовлетворяет условиям теоремы Ролля:   

1) непрерывна на ,a b , как сумма непрерывных функций; 

2) в каждой точке  ba;  имеет конечную производную;  

3) на концах сегмента ,a b  принимает одинаковые значения: 

0F a F b .  

Таким образом, на сегменте ,a b  существует хотя бы одна точка 

cx , в которой 0F c .  

Следовательно, 

0
f b f a

f c
b a

,   

или  

f b f a
f c

b a
. 

 

Геометрический смысл теоремы Лагранжа (рис. 14.5):  

на кривой xfy  всегда 

найдется по крайней мере одна 

точка, касательная в которой бу-

дет параллельна хорде, которая 

соединяет концы графика функ-

ции на ,a b . 

 

 

 

 

Рис. 14.5    
 

Следствие. Приращение функции xf  в точке 0 ;x a b  равно 

приращению аргумента, умноженному на производную в некоторой точ-

ке c , которая находится между  0x  и 0x x : 
 

0 0 0f x f x x f x f c x . 
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Если в теореме Лагранжа: 0xa , а xxb 0 , то точка 

0 0;c x x x .  

Если ввести параметр 0 1 , то любую внутреннюю точку c  

сегмента 0 0;x x x  можно представить в виде 0c x x , и тогда: 

 

0 0y f x f x x x .   (14.9) 

 

Формулу (14.9) называют формулой конечных приращений.  
 

Правило Лопиталя 

Теорема. Пусть имеем отношение двух функций 
f x

g x
, где функ-

ции определены на ;a b , имеют конечные производные на этом сег-

менте 0g x , тогда если обе функции бесконечно малые или бес-

конечно большие при 0 0 ;x x x a b  и существует 
0

lim
x x

f x

g x
, то вы-

полняется равенство: 
 

0 0

lim lim
x x x x

f x f x

g x g x
.   (14.10) 

Доказательство. 

Рассмотрим теорему для неопределенности вида 
0

0
 при 0x x . 

Пусть функции xf  и ( )g x , а также их производные непрерывны в 

точке 0x , причем 
0

0lim ( ) ( ) 0
x x

f x f x  и 
0

0lim ( ) ( ) 0
x x

g x g x .  

В этом случае  
 

0 0

0

0

( ) ( )( )
lim lim .

( ) ( ) ( )x x x x

f x f xf x

g x g x g x
 

 

Используя теорему Лагранжа для функций xf  и ( )g x  на отрезке 

0[ , ]x x , получим: 
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0 0 0

1 0 1

2 0 2

( )( )( ) ( )
lim lim lim ,

( ) ( )( ) ( )x x x x x x

f c x xf x f c

g x g c x x g c
 

где 1 0 2 0,x c x x c x .  

 

 При 0x x  вследствие непрерывности производных ( )f x  и 

( )g x  и с помощью теоремы о пределе частного двух функций получаем 

равенство:  

0 0

lim lim
x x x x

f x f x

g x g x
. 

 

Правило Лопиталя используется и в случае, когда x .  

Таким образом, согласно правилу Лопиталя раскрывается неопре-

деленность вида  
0

0
 или . 

 

Сведение других типов неопределенности к рассмотренным осу-

ществляется так: 

1) 

0

1 0

0

1

u
y

y u

y

u

;                                           (14.11) 

2) 

1 1
0

1 1 0
uy u y

u

;                                   (14.12) 

 

3) 
0 01 ,0 , ln ln 0y u y u .                          (14.13) 

 

То есть ln y  дает неопределенность уже рассмотренного вида 

0 . Если удается найти 
0

limln
x x

y k , тогда 
0

lim k

x x
y e , потому что 

0 0

limln ln lim
x x x x

y y . 
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Пример 14.9. Вычислить пределы. 

Решение: 

1) 

5 4

7 61 1

1 5 5
lim lim

1 7 7x x

x x

x x
; 

 

2) 

2

2

3 2 1 6 2 6 3
lim lim lim

5 1 10 1 10 5x x x

x x x

x x x
; 

 

3) 
2 2

1

2 2 32 2lim lim
1 47 3

2 7

x x

x x

x

x

; 

 

4) 

2 2 2

20 0 0 0

1 2 1 1
lim lim lim lim

sin 3 3 2sin3 cos3 3 cos3 sin3 9

x x x

x x x x

e e x e x

x x x x x
; 

 

 

5) 
sin 1 cos

lim lim
1x x

x x x

x
. 

 

Последний предел не существует, но это не значит, что не сущест-

вует предел отношения функций, потому что: 
 

sin sin
lim lim 1 1
x x

x x x

x x
. 

 

Этот пример – предостережение от неправильного использования 

правила Лопиталя в случае, когда отношение 
x

xf

'

'
 при 0x x  не име-

ет предела. Предел 
x

xf
 при 0x x  может существовать и тогда, когда 

отношение производных при 0x x  предела не имеет; 
 

6) 
0 0 0 0

2

1
ln

lim ln lim lim lim 0
1 1x x x x

x xx x x

x x

; 
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7) 
0 0 0

1 1 sin 1 cos
lim lim lim

sin sin sin cosx x x

x x x

x x x x x x x
 

 

 
0

sin 0
lim 0;

cos cos sin 2x

x

x x x x
 

 

8) 

1

1

1
lim x

x
x  или 

1
ln ln

1
y x

x
, 

1 1 1

ln 1
limln lim lim 1

1x x x

x
y

x x
. 

 

Отсюда:   
1

lim
x

y e , то есть 

1

1

1
lim x

x
x e . 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что называется дифференциалом функции? 

2. Записать формулу для использования дифференциала в при-

ближенных вычислениях. 

3. Каков геометрический смысл дифференциала? 

4. Какие свойства дифференциалов? 

5. Что называется эластичностью функции? 

6. Каков геометрический смысл эластичности? 

7. Привести примеры использования производной и дифференциа-

ла в экономике. 

8. Привести основные теоремы дифференциального исчисления. 

9. В чем суть правила Лопиталя? 

 

Упражнения 

 

Найти дифференциалы функций: 
 

14.1. 
3cos 2 .y x     14.2. 2 7 2.y x x  

14.3. 
2 1

5 arccos .xy
x

   14.4. 

3 5

2
.

3

xe
y

x
 

14.5. 
2ln( 2 ).y x x x    14.6. 

2 2ln arctg .
y

x y
x
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Найти приближенное значение функции: 

 

14.6. 
21 xy e  при 1,05x .  14.7. 4 80,5 . 

14.8. arcsin 0,4983.    14.9. sin29 . 

14.10. ln1,01.      

 

Найти пределы функций по правилу Лопиталя: 

 

14.11. 

3 2

20

1
lim .

x x

x

e e

x
 14.12. 

2

21

2

2 7 4
lim .

2 5 3x

x x

x x
 

14.13. 

2

0
lim .

1 cos6x

x

x
 14.14. 2

2

lim .
ln( 1)xx

x

e
 

14.15. 

3

20

3 1
lim .

sin 5

x

x

e x

x
 14.16. 

0

ln
lim .

1 2lnsinx

x

x
 

14.17. 

2

2

lnln( 3)
lim .

ln( 2)x

x

x
 14.18. 

3

0
lim ln .
x

x x  

14.19. 
1

1
lim( ).

1 lnx

x

x x
 14.20. 

0
lim tg ln( ).x

x
c x x e  

14.21. 
0

1 1
lim( ).

sinx x x
 14.22. 

2

20

1
lim( tg ).
x

c x
x

 

14.23. 

2

0

1
lim .

tg3

x

x

e

x
 14.24. 

tg2 sin2

2

lim .
sin 1

x x

x

e e

x
 

14.25. 

sin

0
lim .

sin

x x

x

e e

x x
 14.26. 30

sin cos
lim .

sinx

x x x

x
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15. Исследование функции с помощью производных 

 

15.1. Признак монотонности функции 

 

Рассмотрим применение производной для анализа поведения 

функции и построения ее графика. С этой целью остановимся на неко-

торых теоремах, которые имеют важное значение для исследования 

функции. 

Теорема 1 (необходимое условие монотонности).  

Если функция y f x  дифференцируема на промежутке ( ; )a b  и 

возрастает 2 1 2 1x x f x f x , то ее производная на этом про-

межутке 0f x .  

Если функция убывает на промежутке 2 1 2 1x x f x f x , 

то ее производная на этом промежутке 0f x .  

Если функция на промежутке ;a b  постоянна, то ее производная 

0f x  в каждой точке этого промежутка, то есть если 

, 0 0 .f x const f x y  

Доказательство. 

Пусть функция y f x  на промежутке ;a b  возрастает, то есть 

для 2 1 2 1x x f x f x .  

И пусть 2 1;x x x x x , y f x x f x . По определе-

нию производной: lim
x

y
f x

x
. По условию теоремы 0,y  если 

0x  и 0y , если 0x . Следовательно, отношение 0
y

x
 и его 

предел 0.f x  

Для убывающей функции теорема доказывается аналогично. 

Если , 0 0 .f x const f x y  

 

Теорема 2 (достаточное условие монотонности). Если функция 

y f x  дифференцируема на промежутке ;a b  и ее производная 
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0f x  в каждой точке этого промежутка, то функция на этом проме-

жутке возрастает и убывает, если 0f x .  

Доказательство.  

Пусть 0' xf . Докажем, что функция убывает.  

Возьмем любые две точки 1x  и 2x  из ;a b  и применим теорему   

Лагранжа к функции f x  на промежутке 1 2; :x x   

 

2 1f x f x 2 1 1 2, ; .f c x x c x x  

 

Пусть 2 1,x x  тогда 2 1 0,f x f x  то есть 2 1f x f x  и 

функция убывает. Теорема доказана.  
 

Условие возрастания функции доказывается аналогично. Точки, 

которые отделяют интервалы возрастания и убывания функции, назо-

вем границами интервалов монотонности.  
 

Вывод 1. Если точка 0x  является границей монотонности ,f x  то 

0 0f x  или не существует. 

Действительно, если точка 0x  отделяет интервал возрастания 

функции от интервала убывания, то, проходя через эту точку, производ-

ная меняет знак, то есть 0 0f x  или не существует в точке 0x . 

Вывод 2. Точка 0x  является границей монотонности, если произ-

водная функции при переходе через эту точку изменяет знак. 

Точки, в которых производная функции y f x  равна нулю, или 

не существует, называют критическими точками f x . Иногда крити-

ческие точки, в которых 0f x , называют стационарными точками 

f x .  

При исследовании функции f x  на монотонность необходимо:  

1) найти область определения функции;  

2) найти критические точки, то есть точки, в которых 0' xf  или 

не существует;  
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3) установить знак производной на каждом интервале, на которые 

критические точки разбивают область существования функции;  

4) сделать выводы ( 0f x  – функция возрастает, 0f x  

убывает). 

 

Пример 15.1. Найти интервалы монотонности: 

1. 
2 2sin cosy x x . 

Функция определена для .x R   

Найдем производную: 
 

2sin cos 2cos sin 0f x x x x x ,  

 

следовательно, функция является постоянной  для  всех x R. 
 

2. 

3

2 1

x
y

x
. 

 

Функция теряет смысл при 1.x  Область определения функции 

состоит из трех интервалов: ; 1 1;1 1; .  

Находим критические точки функции: 
 

2 2 3 2 2

2 2
2 2

3 1 2 3

1 1

x x x x x x
f x

x x
, 

 

0f x  в точках 0; 3.x x   

 При 1x  производная не существует.  

 Таким образом, область определения функции разбивается на 

шесть интервалов, в которых производная имеет постоянный знак 

(рис.  15.1). 

 

 
Рис. 15.1 
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Чтобы установить знак производной на каждом интервале, доста-

точно установить знак производной в любой точке каждого из них. Как 

видно, критическая точка 0x  не является границей монотонности, по-

тому что для нее не выполняется достаточное условие.  

Следовательно, данная функция возрастает на интервалах: 

; 3  и 3; ;  убывает на интервалах: 3; 1 , 1;1  и 1; 3  

(см. рис.15.1). 
 

3. 
2ln 2 3 .y x x  

Область определения функции:  
 

2 2 3 0,x x  то есть ; 3 1; .  
 

Найдем производную и критические точки: 
 

2

2 2
; 0 2 2 0; 1

2 3

x
f x f x x x

x x
. 

 

Но точка 1x  не принадлежит области определения функции. 

То есть  как критические точки возможно рассмотреть точки, в которых 

производная не существует. Следовательно, при 1x  и 3.x  Таким 

образом, на интервале ; 3  функция убывает, а на интервале 

1; – возрастает (рис. 15.2). 
 

 
Рис. 15.2 

 

15.2. Максимум и минимум функции.  

Необходимые и достаточные условия экстремума функции 

 

Пусть функция xfy  определенная и непрерывная на интерва-

ле ( ; )a b .  
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Точка 0 ;x a b  называется точкой максимума (минимума) 

функции xfy , если существует такая окрестность 0 0; ,x x  

что для всех x  из этой окрестности выполняется неравенство:  
 

0f x f x  ( 0f x f x ).   (15.1) 

 

 Если положить 0 0 0, ,x x x f x x f x y  то в точке 0x  

функция имеет максимум при 0,y  а минимум при 0.y    

Точки максимума и минимума называют точками экстремума 

функции.  

Таким образом, из определения экстремума функции, поведение 

функции рассматривается в окрестности точки 0x  и при выполнении ус-

ловия экстремума функция xfy  в точке 0x  имеет локальный мак-

симум  или минимум. 
 

Теорема 3 (необходимое условие экстремума). Если функция 

xfy  в точке 0 ,x a b  достигает экстремума и в этой точке сущест-

вует конечная производная, то 0 0.f x   

Доказательство.  

По условию теоремы функция xfy  в точке 0x  имеет максимум 

или минимум, то есть в окрестности 0 0,x x  достигает наиболь-

шего (наименьшего) значения, а по теореме Ферма, если в этой точке 

функция xf  имеет конечную производную, то 0' xf . 

Теорема доказана. 
 

Следовательно, если в точке 0x  производная 0' 0xf  или не 

существует, то это только означает, что точка 0x  является критической. 

 

Теорема 4 (первое достаточное условие экстремума). Пусть точ-

ка 0x  является критической точкой для непрерывной функции xf . При 

этом в некоторой окрестности точки 0x , то есть в интервале 

0 0, ,x x  как слева от точки 0x , так и справа, существует по край-

ней мере при 0xx  конечная производная, которая сохраняет знак сле-
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ва от точки 0x  и справа от нее. Тогда если производная функции при  

переходе через точку 0x  изменяет знак, то в этой точке функция имеет 

экстремум. 

Доказательство. 

Рассмотрим три возможные случая:  

1. Если 0xx , то 0' xf , если 0xx , то 0' xf . 

Таким образом, слева от точки 0x  функция возрастает и справа 

убывает.  

Следовательно, в точке 0x  функция имеет максимум (рис. 15.3а). 

2. Если 0xx , то 0' xf , если 0xx , то 0' xf . То есть сле-

ва от точки 0x  функция убывает, а справа – возрастает (рис. 15.3б).  

Таким образом, в точке 0x  функция имеет минимум.  

 

 
        а)     б) 

Рис. 15.3 

 

3. Если при переходе через точку 0x  производная знак не изменя-

ет, то функция f x  в окрестности точки 0x  монотонно возрастает 

( 0' xf ) или монотонно убывает ( 0' xf ).  

Следовательно, в точке 0x  экстремум функция не имеет.  

 

Таким образом, для нахождения экстремума функции, нужно: 

1) найти область определения функции; 

2) найти критические точки ( 0f x , f x  или не  сущест-

вует); 

3) исследовать на экстремум каждую критическую точку. 
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Пример 15.2. Исследовать на экстремум функции: 

1. 
2 2 3.y x x  

Функция определена и непрерывна на промежутке ; .  

Критическая точка найдена из уравнения 0f x , то есть 

2 2 0; 1.x x   

При 1; 0,x f x  а при 1; 0,x f x  следовательно, точка 

1x  является точкой минимума: min min1, 1 4.x f  

 

2. 
2 3 2.y x x  

Область определения ;x R  
3

2 3 0, ;
2

f x x x   

при 
3

0;
2

x f x  при 
3

0.
2

x f x   

Следовательно, точка 
2

3
x  является точкой максимума; max

3
;

2
x  

max

3
0,25.

2
f  

 

3. 
3y x . 

Область определения функции: ;x R   

критическая точка 
3 2

1
,

3
f x

x
 при 0x ;  

при переходе через 0x  производная знак не изменяет 

0 .f x   

Следовательно, функция на ;  возрастает и экстремума не 

имеет. 
 

4. 
2 3

2 1 .y x x  

Функция определена на интервале ; . Найдем производную 

и критические точки: 

3 2 2 2
2 2 1 3 1 2 1 2 5 4 .y x x x x x x x  
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Следовательно, критические точки: 1 2 3

4
2; ; 1.

5
x x x   

Исследуем знак производной в окрестности каждой из этих точек 

(рис. 15.4).  
 

 
 

Рис. 15.4 

 

 На каждом промежутке выбираем произвольную точку:  
 

3 176 0;f  1 4 0;f  0 8 0;f  2 56 0.f  

 

 Итак, сделаем выводы:  

 точка 21x  является точкой максимума, min 2 0;f   

 точка 2

4

5
x  является точкой минимума, max

4
8,4;

5
f  

  в точке 13x  функция экстремума не имеет. 

 

Теорема 5 (второе достаточное условие экстремума). Пусть 

точка 0x  является критической точкой функции xf  и существует вто-

рая производная 0f x , которая непрерывна в некоторой окрестности 

точки 0x  и 0 0,f x  тогда:  

а) если 0 0,f x то в точке 0x  функция имеет минимум;  

б) если 0 0,f x  то функция в точке 0x  имеет максимум. 

Доказательство.  

а) пусть 0 0,f x  тогда f x  в точке 0x  является функцией 

возрастающей, то есть при 0x x , 0,f x  а при 0, 0.x x f x   

Следовательно, в точке 0x  функция имеет минимум (по первому 

правилу); 
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б) пусть 0 0,f x  тогда f x  – убывающая функция в точке 0x , 

то есть при 0,x x  0' xf , а при 0,x x  0' xf .  

Следовательно, в точке 0x  функция имеет максимум (по первому 

правилу). 

Если в точке 0x  производная 0" 0xf , то второе правило ис-

пользовать нельзя и исследование надо проводить по первому правилу.     
 

Покажем применение второго достаточного условия экстрему-

ма на примерах 15.2: 
 

1) 
2 2 3;y x x  2 2;y x  2 0,y  

следовательно, в точке 1x  функция имеет минимум; 
 

2) 
2 3 2;y x x  2 3;y x  2 0y ,  

функция в точке 
3

2
x  имеет максимум; 

3) 
3 ;y x  

3 2

1
,

3
y

x
 y  при 0x  и второе правило не ис-

пользуется; 

4) 
2 3 2

2 1 ; 1 2 5 4 ;y x x y x x x   

    
22 1 10 16 1 .y x x x   

Следовательно, в точке 2x , 0y  и функция имеет максимум;  

в точке 
5

4
x , 0y  и функция имеет минимум;  

в точке 1x , 0y  и провести исследование на экстремум не 

возможно.  
 

Рассмотрим задачу о нахождении наибольшего и наименьшего 

значений функции на отрезке ; .a b  

Пусть функция y f x  непрерывна на отрезке ; .a b   

Найдем ее наибольшее и наименьшее значения, то есть M  и m, 

на этом отрезке. 
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Для нахождения наибольшего (наименьшего) значения функции на 

отрезке ;a b  нужно: 

1. Найти производную f x  и все критические точки, которые 

принадлежат отрезку ;a b . То есть точки, в которых 0 0,f x  

0' xf  или f x  не существует. 

2. Вычислить значение функции f x  в критических точках и на 

концах отрезка ;a b . 

3. Сравнить полученные значения функции и выбрать среди этих 

значений наибольшее и наименьшее: 
 

   
;

sup
a b

f x M (наибольшее значение f x ), 

 

   
;

inf
a b

f x m (наименьшее значение f x ).   

 

Пример 15.3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

2 3
2 1y x x  на промежутке 2;1 . 

Решение. 

Вычислим: 
2

1 2 5 4 ,y x x x   

  0y  при 1 2;x  2

4
;

5
x  3 1.x  

Получаем значение функции в критических точках, которые при-

надлежат отрезку 2;1 , то есть в точках 2

4

5
x  и 3 1x  и на его кон-

цах, а именно при 1x  и 2x : 
 

1 8;f  
4

8,4;
5

f  1 0;f  2 16.f  

 

Таким образом, сравнив полученные значения, имеем:   
 

1;2

sup 2 16M f  (наибольшее значение);  
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1;2

4
inf 8,4

5
m f  (наименьшее значение). 

 

15.3. Выпуклость и вогнутость графика функции, точки перегиба, 

асимптоты графика функции 

 

Функция xfy  называется выпуклой (вогнутой) в точке 0x , 

если в некоторой окрестности точки 0x  кривая, которая является графи-

ком функции, лежит ниже (выше) касательной к кривой в этой точке. 

Кривая называется выпуклой (вогнутой) на промежутке ; ,a b  если 

она выпуклая (вогнутая) во всех точках этого промежутка. 
 

Теорема 6 (необходимое и достаточное условие выпуклости (во-

гнутости)). Пусть функция xf  на интервале ;a b  дважды непре-

рывная дифференцируемая и 0f x  на этом интервале, тогда для 

того чтобы кривая xfy  была выпуклая (вогнутая) на интервале, не-

обходимо и достаточно, чтобы вторая производная функции f x  со-

храняла знак 0" xf  (выпуклость) или 0" xf  (вогнутость). 

Доказательство.  

Рассмотрим случай вогнутости кривой. Пусть 0" xf . Покажем, 

что кривая xfy  вогнутая.  

На интервале ;a b  возьмем 

любую точку 0x  и проведем каса-

тельную к кривой в этой точке. При-

ращение функции в точке 0x : 

    0 ;y f x x f x  

0 .dy f x x   

Необходимо доказать, что 

0.y dy  Это и будет подтвержде-

нием вогнутости кривой на ;a b  

(рис. 15.5).                        Рис. 15.5   
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По теореме Лагранжа приращение 1 ,y f c x  1 0 0; .c x x x   

Таким образом,  
 

1 0 1 0 ,y dy f c x f x x f c f x x  

 

или по теореме Лагранжа 
2

2 ( ) ,y dy f c x  где 2 0 1; .c x c   

Отсюда получаем: 0y dy , и теорема доказана. 

 

Аналогично доказывается случай выпуклости кривой. Необходи-

мость условия выпуклости и вогнутости кривой легко доказать на основе 

равенства: 
2

2y dy f c x . 

 

Точки, которые отделяют интервалы выпуклости и вогнутости кри-

вой, называются границами соответствующих интервалов, или точками 

перегиба кривой. 
 

Теорема 7 (необходимое условие точек перегиба). Промежутки 

выпуклости и вогнутости кривой отделяются точками, в которых вторая 

производная 0f x  или не существует. 

Доказательство.  

Действительно, если точка 0 ;x x a b  является границей интер-

валов выпуклости и вогнутости 0 0; , ;a x x b , то для второй производ-

ной  0f x  возможны два случая:  

или 0f x  существует и тогда 0 0f x , или переход от «поло-

жительности» к «отрицательности» и наоборот осуществляется через 

ноль;  

или 0f x  не существует. 

 

Точки, в которых вторая производная функции 0f x  или не 

существует, называют критическими точками второго рода. 
 

Теорема 8 (достаточное условие точек перегиба). Критическая 

точка 0x  является точкой перегиба функции xf , если вторая произ-

водная функции при переходе через эту точку изменяет знак. 
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Исследование функции на выпуклость (вогнутость) с помощью 

f x  аналогично исследованию функции на экстремум на основе 

f x , а именно: 

1. Найти область определения функции xf . 

2. Вычислить производную f x  и критические точки второго рода 

( 0f x  или не существует). 

3. Установить знак второй производной в каждом из интервалов, на 

какие критические точки разбивают область существования функции. 

4. Сделать соответствующие выводы. 

 

Пример 15.4. Исследовать на выпуклость (вогнутость) функцию: 

3

2 1

x
y

x
. 

Решение. 

Область существования функции: ; 1 1;1 1; .  

Находим f x  и f x : 

 

2 2

2
2

3

1

x x
f x

x
; 

2

3
2

2 4

1

x x
f x

x
; 

 

 0f x  при 0x ; f x  не существует при 1x . 

          Следовательно, функция имеет три критических точки второго ро-

да, а именно: 1 1x ; 2 0x ; 3 1x .  

 Этими точками область определения функции разбивается на ин-

тервалы: ; 1 1;0 0;1 1,  (рис. 15.6).    

             

 
Рис. 15.6 
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  Устанавливаем знак второй производной на каждом интервале.             

Следовательно, на промежутках ; 1 0;1  график функции 

выпуклый; на промежутках 1;0 1;  – вогнутый. Все критические 

точки являются точками перегиба функции.  
 

Асимптотой графика функции xfy  называется прямая, об-

ладающая тем свойством, что расстояние от точки xf,x  до этой 

прямой стремится к нулю при неограниченном удалении точки графика 

от начала координат. 

Различают три типа асимптот: 

1) вертикальные x a ; 

2) наклонные y kx b ; 

3) горизонтальные y b  как частный случай наклонных 0k . 

 

Для нахождения уравнения вертикальных асимптот необходимо 

найти точки, в которых функция xfy  стремится к бесконечности.  

То есть если по крайней мере один односторонний предел в точке 

x a  равен бесконечности:  

 

0
lim

x a
f x  или 

0
lim

x a
f x , 

 

то прямая x a  является вертикальной асимптотой графика функции. 

Уравнение наклонной асимптоты y kx b  графика функции на-

ходится вычислением пределов: 
 

                             lim
x

f x
k

x
; lim

x
b f x kx .               (15.2) 

 

Заметим, что при стремлении x  в одном направлении 

x  или x  возможны разные наклонные асимптоты. Тогда 

пределы для вычисления k  и b находят и при x , и при x . 

Если по крайней мере один из пределов (для k  или b) не сущест-

вует или бесконечный, то кривая наклонных асимптот не имеет. 

        Горизонтальную асимптоту получаем при 0k :  lim
x

b f x . 
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Пример 15.5. Найти асимптоты графика функции: 

1. 

3

2 1

x
y

x
. 

Решение. 

Для нахождения вертикальных асимптот рассмотрим точки, в кото-

рых функция стремится к бесконечности, и поведение функции в окрест-

ности этих точек.  

Следовательно, 

3

21 0
lim

1x

x

x
; 

3

21 0
lim

1x

x

x
; 

3

21 0
lim

1x

x

x
; 

3

21 0
lim

1x

x

x
. 

 

Таким образом, прямые 1x  и 1x  – вертикальные асимптоты. 

Уравнение наклонной асимптоты y kx b  получим, если вычис-

лим пределы: 

2

2
lim lim 1

1x x

f x x
k

x x
;  

3

2 2
lim lim lim 0

1 1x x x

x x
b f x kx x

x x
. 

 

Следовательно, имеем уравнение наклонной асимптоты: y x . 

 

2. 
xy x e . 

Решение. 

Вертикальные асимптоты функция не имеет x R . Наклонные 

асимптоты определим, рассматривая два случая: 
 

а) x ; lim x

x
k e , асимптоты график функции не имеет; 

б) x ; lim 0x

x
k e ; 

1
lim lim lim 0x

x xx x x

x
b xe

e e
. 

 

Таким образом, при x  кривая имеет горизонтальную асим-

птоту: 0.y  
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15.4. Общая схема построения графика функции 

 

Для построения графика функции нужно провести ее исследование 

по схеме: 

1) найти область определения функции; 

2) проверить функцию на четность, нечетность, периодичность; 

3) исследовать функцию на монотонность и экстремум; 

4) установить интервалы выпуклости (вогнутости) и точки перегиба; 

5) определить асимптоты графика функции; 

6) найти точки пересечения графика функции с осями координат. 

Пример 15.6. Исследовать функцию 

3

2 1

x
y

x
 и построить ее гра-

фик. 

В пунктах 15.1. – 15.3 эта функция была исследована на экстре-

мум, выпуклость (вогнутость) и наличие асимптот.  

Изобразим схематически график функции (рис. 15.7). 
 

 
                                                   Рис. 15.7      

 

Пример 15.7. Исследовать функцию arctgy x x  и построить гра-

фик. 

Решение. 

1. Область определения функции: x R. 
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2. Функция нечетная f x f x  (график симметричен относи-

тельно начала координат). 

3. Найдем критические точки по первой производной и определим 

интервалы монотонности и экстремумы: 
 

2

2

2 1
1

1

1
'

x

x

x
xf ; 

 

0f x  при 0x ; 0f x , x R поэтому функция убывает и экс-

тремума не имеет. 

4. Установим интервалы выпуклости (вогнутости): 
 

221

2
"

x

x
xf , 

 

0f x  при 0x .  

 На интервале ;0  кривая вогнута 0f x , на интервале 

0;  кривая выпукла 0f x . 

5. Вертикальные асимптоты кривая не имеет x R .  

Наклонные асимптоты: 
 

arctg
lim 1 0

x

x
k

x
, lim arctg

x
b x x . 

 

 Следовательно, наклонные асимптоты кривая тоже не имеет.  

6. Точка пересечения с осями координат: 0;0 .  

Результаты исследований изображены на рис. 15.8. 

Заметим, что для построения графика этой функции характерных 

точек ( 0x ) недостаточно, и значение функции нужно вычислить в лю-

бых других точках.  

Например, при 1x , 1
4

y , а при 1x , 1
4

y  (функция 

нечетная, график симметричный относительно начала координат). 
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Рис. 15.8 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Какое необходимое условие возрастания (убывания) функции? 

2. Какое достаточное условие возрастания (убывания) функции? 

3. Что называется максимумом и минимумом функции в точке? 

4. Какое необходимое условие экстремума? Какое достаточное ус-

ловие экстремума? В чем заключается достаточное условие экстремума 

по второй производной? 

5. Как найти наибольшее и наименьшее значение функции на за-

данном отрезке? 

6. Что такое точка перегиба? 

7. В чем заключается достаточное условие точек перегиба? 

8. В чем заключается необходимое условие точек перегиба? 

9. В каком случае кривая выпуклая на промежутке? 

10. В каком случае кривая вогнута на промежутке? 

11. Что такое асимптота? Какое уравнение вертикальной асимпто-

ты? Как находят уравнение наклонной асимптоты? 

12. Какая основная схема исследования функции и построения ее 

графика? 
 

Упражнения 
 

Исследовать на монотонность и экстремумы функции: 
 

15.1. 
3 22 3 12 5.y x x x  15.2. 

2 2.y x x  
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15.3. 

2

2

4
.

2 5

x
y

x x
 15.4. ln .y x x  

15.5. 
4 3 21 1

.
4 3

y x x x  15.6. cos .y x x  

 

Найти наибольшее и наименьшее значения функций на указанных 

промежутках: 
 

15.7. 3
, 0; 3 .

2

x
y

x
         15.8. 2

2 1
, 2; 0 .

2

x
y

x
                          

15.9.
2100 , 6;8 .y x  

 

15.10. Разность двух чисел равна 13. Найти эти числа, если из-

вестно, что их произведение наибольшее. 

15.11. Расходы на производство x  единиц продукции равны d x , 

цена продукции p x . Определить, какое количество продукции нужно 

произвести, чтобы получить максимальную прибыль, если: 

1) 
25 300 5000,d x x x  580 2p x x ; 

2) 
210 200 6000,d x x x  1000 10 .p x x  

 

Найти промежутки выпуклости, вогнутости и точки перегиба        

функций: 
 

15.12. 
5 43 5 3 2.y x x x  15.13.

2 3 436 2 .y x x x x  

15.14. .xy xe  15.15. ln .y x x  

 

Найти асимптоты графиков функций: 
 

15.16. 

2 2 3
.

2

x x
y

x
 15.17. 

3

2

1
.

(2 )(1 3 )

x
y

x x
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Исследовать функции и построить их график: 
 

15.18. 
3 24 3 6y x x x . 15.19. 

2
4 5y x x . 

15.20. 
4 28 9y x x . 15.21. 

2

.
3

x
y

x
 

15.22. 

2 2 2
.

1

x x
y

x
 15.23. 2

4
.

1

x
y

x
 

15.24. 
2ln ( 4).y x  15.25. .xy xe  

15.26. 
216 .y x  15.27. 

34 .y x x  

 

 

16. Функции нескольких переменных 

 

16.1. Функции нескольких переменных в задачах экономики 

 

Многим экономическим явлениям свойственна многофакторная за-

висимость, поэтому при изучении процессов в экономике вводят функ-

ции нескольких переменных.  

 Примером функций нескольких переменных в экономике являются 

производственные функции. При рассмотрении любого производствен-

ного комплекса как открытой системы (входами которой служат затраты 

ресурсов – человеческих и материальных, а выходами – продукция) 

производственная функция выражает устойчивое количественное 

соотношение между входами и выходами.  

 Производственная функция обычно задается уравнением  
 

)...,,,( 21 nxxxfz , 

где все компоненты выпуска объединены (по стоимости или в натураль-

ной форме) в одну скалярную величину z , а разнородные производст-

венные ресурсы обозначены как ix .  

 

 Наиболее часто в экономических исследованиях используется 

производственная функция Кобба – Дугласа, которая является функцией 
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двух независимых переменных:  
 

),( yxfz , 

где z  – величина общественного продукта, x  – расходы труда, y  – объ-

ем производственных фондов (обычно z  и y  измеряются в стоимостных 

единицах, x  – в человеко-часах).    
 

 Следует заметить, что в экономике рассматриваются функции не 

только от двух, но и большего числа независимых переменных.  

 Например, уровень рентабельности R зависит от прибыли P за 

реализованную продукцию, величины основных (a ) и оборотных (b) 

фондов, 
ba

P
R , то есть R  является функцией трех независимых пе-

ременных ),,( baPfR .  

 

16.2. Функциональная зависимость между переменными.  

Функции двух переменных, область их определения.  

Графическое изображение 

 

Функцией нескольких переменных 1 2, ,..., nx x x  будем называть 

переменную z , если каждому набору значений 1 2, ,..., nx x x  из множе-

ства X  по некоторому правилу ставится в соответствие некоторое зна-

чение z , то есть 1 2, ,..., nz f x x x  из множества Z .  

Переменные 1 2, ,..., nx x x  называют независимыми, z  – зависи-

мой переменной. Количество независимых переменных может быть 

произвольным.  

Функция двух независимых переменных может быть задана не-

сколькими способами: табличным (с помощью таблицы значений аргу-

ментов и функции), аналитическим (с помощью одной или нескольких 

формул) или графическим. Как и для функции одной переменной, функ-

ция двух переменных не обязательно должна существовать для любых 

значений x  и y . 

Совокупность пар yx; , для которых функция ,z f x y  опре-

делена, называется областью определения этой функции. Она обо-
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значается D f . Если для функции одной переменной y f x  обла-

стью определения является интервал числовой оси (конечный или бес-

конечный), то в случае двух переменных совокупность пар ;x y , кото-

рые образуют область определения функции, определяет множество 

точек плоскости. То есть областью определения функции двух перемен-

ных может быть некоторая ограниченная часть плоскости или вся плос-

кость, если область определения неограничена.  

Линию, которая ограничивает эту область, называют границей об-

ласти. Точки области, которые не принадлежат границе, называют 

внутренними точками области. В случае, когда граница принадлежит 

области определения, имеем замкнутую область, если граница не при-

надлежит области, то последнюю считают открытой (незамкнутой).  

Если функция задана аналитически, то под областью определения 

имеют в виду область определенности математического выражения. 
 

 Пример 16.1. Найти область определения функций:  
 

a) 4z x y ;  б) 
2 216z x y ;  в) 

2lnz x y . 
 

 Решение: 

 а) для функции 4z x y  областью определения является вся 

плоскость xOy , потому что выражение имеет смысл для любых x  и y ; 

 б) функция 
2 216z x y  существу-

ет, если 
2 216 0x y , то есть 

2 2 16x y .  

 Этому неравенству удовлетворяют все 

точки, которые находятся в пределах окруж-

ности радиуса 4, центр которой находится в 

начале координат. Точки, которые принадле-

жат окружности, также отвечают области оп-

ределения, то есть область замкнута 

(рис. 16.1); 

              Рис. 16.1 

 в) функция 
2lnz x y  имеет значение, когда 

2 0x y  или 

2y x . Последнее неравенство определяет часть плоскости, которая 
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расположена вне параболы 
2y x , но точки 

самой параболы к области определения не 

принадлежат.  

 Это пример незамкнутой области опреде-

ления (рис. 16.2). 

 

 

                          Рис. 16.2 

 

Поиск области определения функции состоит из таких этапов: 

 1) составляют неравенство (или систему неравенств), которое от-

вечает области определения элементарных функций, входящих в ана-

литическое выражение функции ,z f x y ; 

 2) с помощью графического решения полученного неравенства 

(или системы) находят область определения. 

 Каждая пара значений ;x y  определяет точку M  на плоскости 

xOy , а значение функции z  является аппликатой пространственной точ-

ки ; ;P x y z .  

 

 Графиком функции двух переменных ,z f x y  называют 

множество точек трехмерного пространства ; ;x y z , аппликата которых 

связана с абсциссой x  и ординатой y  функциональным соотношением 

,z f x y . Следовательно, графиком является некоторая поверхность 

в трехмерном пространстве. 

 Как правило, построение графика является достаточно сложной 

задачей. Поэтому очень часто пользуются другим понятием для опреде-

ления характера поведения функции. Таким понятием являются линии 

уровня функции. 

 Линией уровня функции двух переменных ,z f x y  называют 

множество точек на плоскости такое, что во всех точках этой линии зна-

чения функции одинаково и равно некоторой постоянной величине C  

( z const C ).  

 Число C  в этом случае называется уровнем.  
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 Множество всех линий уровня функции ,z f x y  называется  

картой линий уровня функции. 

 Например, линиями уровня для функции 
2 2z x y  есть совокуп-

ность концентрических кругов разного радиуса 

z const  с центром в начале координат.  

 На рис. 16.3 приведены примеры линий 

уровня: 

2 2 1x y c ; 
2 2 4x y c ; 

2 2 0x y c . 

 Значение константы, которое равно нулю, 

соответствует случаю вырождения линии в 

точку 0,0 .        Рис. 16.3  

 

 Понятие предела функции двух переменных сложнее, чем для 

функции одной переменной. Это объясняется тем, что при определении 

предела функции одной переменной путей, по которым приближается 

аргумент к избранному определенному значению, только два: вдоль оси 

с одной стороны или с другой.  

 При определении предела функции двух переменных путей при-

ближения точки ;x y  к точке 0 0;x y  в декартовой системе координат 

множество.  

 Общепринятым является требование того, чтобы значение преде-

ла функции ,f x y  при 0x x , 0y y  будет равно A тогда и только 

тогда, когда величина A не будет зависеть от пути, по которому проис-

ходит приближение точки yxM ;  к точке 0 0 0;M x y .  

  Постоянная величина A является пределом функции ,f x y  в 

точке 0 0 0;M x y  при приближении точки yxM ;  к точке 0 0 0;M x y  

любым путем, если для любого наперед заданного сколь угодно малого 

положительного числа   ( 0) существует такое число , которое за-

висит от  ( ),  что  для  всех  точек  yxM ;   из  -окрестности  

точки 0M  выполняется неравенство: 

 

,f x y A . 
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 Обозначение предела функции двух переменных:  
 

0

0

lim ,
x x
y y

f x y A.    (16.1) 

 

 Основные теоремы о пределе функций одной переменной распро-

страняются и на случай функции двух переменных.  

 

 Пример 16.2. Найти предел функции: 
 

 а) 
sin xy

x
, если 0x , y k ;  

 б) 2 2

2xy
z

x y
, если 0x , 0y . 

 Решение:  

 а) 
0

sin
lim
x
y k

xy

x 0

sin
lim
x
y k

y xy

yx
=

0

sin
lim lim
y k x

y k

xy
y

xy
1k k ; 

 

 б) рассмотрим разные пути приближения точки yxM ;  к точке 

0;0O . При приближении вдоль линии 0y  (ось Ox ) функция 0z  

(числитель равен 0, а знаменатель переменный). Поэтому в этом на-

правлении предел функции равен 0. Аналогично при приближении вдоль 

линии 0x  (ось Oy ) предел равен нулю. 

 Пусть точка yxM ;  приближается к точке 0;0O  по любой прямой 

y kx .  

 Тогда:  

2 2 2 2 2 2

2 2 2
,

1

xy xkx k
f x y

x y x k x k
;  

2
0
0

2
lim ,

1x
y

k
f x y

k
. 

 Получили, что предел зависит от углового коэффициента k , то 

есть от направления приближения точки yxM ;  к точке 0;0O . Поэто-

му в данном случае предел не существует.  



 228 

 Функция ,f x y  является непрерывной в точке 0 0,x y , если: 

 1) она определена в этой точке и ее окрестности; 

 2) существует конечный предел при 0x x  и 0y y ; 

 3) этот предел равен значению функции в точке 0 0;x y . 

 Геометрическое толкование непрерывности функции: график в 

точке 0 0;x y  является сплошной неразрывной поверхностью. 

 Если в любой точке 0 0;x y  хотя бы одно из требований не выпол-

няется, эта точка является точкой разрыва. 

  Функция ,f x y  называется непрерывной в области, если она 

непрерывна в каждой внутренней точке области. 

 Если функция ,f x y  непрерывна в каждой внутренней точке об-

ласти и на ее границе, то такая функция является непрерывной на замк-

нутой области. 

 Для функций нескольких переменных выполняются теоремы о не-

прерывности функции: алгебраическая сумма, умножение и частное 

функций, непрерывных в некоторой точке 0 0 0;M x y , является также 

непрерывной функцией в этой точке (для частного необходимо, чтобы в 

этой точке знаменатель не равнялся нулю). Выполняется также теорема 

о непрерывности сложной функции. 

 Свойства функций нескольких переменных, непрерывных в замкну-

той области, аналогичны свойствам функций одной переменной, непре-

рывной на отрезке.  

 

16.3. Частные и полные приращения функции двух переменных. 

Частные производные 

 

 Пусть задана функция ,z f x y . Выберем произвольную точку 

0 0 0;M x y  из области ее определения.  

 Зафиксируем значение переменной 0y y  и придадим независи-

мой переменной x  приращение x . Тогда зависимая переменная z  по-

лучит приращение, которое называют частным приращением z  по x  в 

точке 0 0 0,M x y  и обозначают xz .  
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То есть частное приращение – это разность между значениями функции 

в точке 0 0;M x x y  и в исходной точке 0 0 0,M x y : 

 

0 0 0 0, ,xz f x x y f x y .   (16.2) 

 

 Аналогично, если зафиксировать переменную x  ( 0x x ) и придать 

приращение независимой переменной y , то есть из точки 0 0 0;M x y  

перейти в точку 0 0;M x y y , получим частное приращение z  по y , 

которое соответственно равно: 
 

0 0 0 0, ,yz f x y y f x y .  (16.3) 

 

 Если переменной x  придать приращение x  и, одновременно,  

переменной y  придать приращение y  и рассмотреть разницу между 

значениями функции в точке 0 0;M x x y y  и в точке 0 0 0;M x y , 

получим полное приращение функции в точке 0M : 

 

0 0 0 0, ,z f x x y y f x y .   (16.4) 

 

 Следует отметить, что полное приращение не равно сумме част-

ных приращений, то есть  

x yz z z . 

 Пусть z xy . 

 Найдем приращения: 
 

xz x x y xy xy ; yz x y y xy x y ; 

 

z x x y y xy xy x y x y . 

 

 Отсюда видно, что x yz z z . 

  Частной производной функции ,z f x y  по переменной x  на-

зывается предел отношения частного приращения функции по соответ-

ствующей переменной xz  к приращению самой независимой перемен-

ной xпри условии, что приращение аргумента стремится к нулю 
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( 0x ). Частная производная функции ,z f x y  по переменной x  

имеет ряд обозначений: , , , ,x x

z f
z f x y

x x
. 

 Таким образом, по определению можно записать: 
 

z

x 0

lim x

x

z

x 0

, ,
lim
x

f x x y f x y

x
.  (16.5) 

 

 Аналогично определяется частная производная по переменной y  

от функции ,z f x y :  

 

    
z

y 0

lim
y

y

z

y 0

, ,
lim
y

f x y y f x y

y
.     (16.6) 

 

 Эти производные являются аналогами производных функций од-

ной переменной, но существенно отличаются от них тем, что как сама 

функция, так и ее производные зависят от двух переменных. Из того, что 

частные приращения были получены при условии, что одна из незави-

симых переменных остается постоянной, следует, что правила опреде-

ления частных производных не отличаются от правил дифференциро-

вания функций одной переменной.  

 Заметим, что при нахождении частных производных другая неза-

висимая переменная ( y  при определении производной 
z

x
 и x  при оп-

ределении 
z

y
) считается постоянной величиной и дифференцирование 

происходит с использованием таблицы производных элементарных 

функций. 
 

 Пример 16.3.  

 Найти частные производные функции 
2 2lnz x xy y . 

 Решение.  

 Дифференцируем заданную функцию сначала по x , считая при 

этом переменную y  постоянной, а затем по y , считая постоянной пере-

менную x , по правилу дифференцирования сложной функции.  



 231 

 Получим:  

z

x

2 2ln x xy y
x

 

 

2 2

2 2 2 2

1 1
2x xy y x y

xx xy y x xy y
; 

 

z

y
= 2 2

1
2x y

x xy y
. 

 

 Упорядоченная пара частных производных функции ,z f x y  

обозначается символом yxfgrad ,  и называется градиентом функ-

ции двух переменных. Градиент 00, yxfgrad  функции ,z f x y  в  

точке 00, yx  показывает направление самого быстрого роста функции 

в точке 00, yx . 

  

16.4. Производные высших порядков.  

Теорема о равенстве смешанных производных 

 

 Частные производные функции ,z f x y  являются также функ-

циями независимых переменных x  и y , и может появиться потребность 

в их повторном дифференцировании.  

 Как известно, второй производной является первая производная от 

первой производной. Поэтому после дифференцирования частных про-

изводных мы получим частные производные второго порядка функции 

,z f x y : 

2

2

z

x
xx

x

z z
z

x x x
  

 

– вторая частная производная по x ; 
 

2

2

z

y
yy

y

z z
z

y y y
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– вторая частная производная по y ; 

 

2z

x y
xy

y

z z
z

y x x
  

  

– частная производная по y  от производной по x ; 

 

2z

y x
yx

x

z z
z

x y y
 

 

 – частная производная по y  от производной по x . 

 

 Для двух частных производных первого порядка можно, соответст-

венно, получить четыре производные второго порядка.  

 Производные 
yx

z2

 и 
xy

z2

 называют смешанными производны-

ми. 
  

 Теорема. Если функция ,z f x y  и ее частные производные 

z

x
, 

z

y
,

yx

z2

, 
xy

z2

 определены и непрерывны в некоторой области, 

то смешанные производные не зависят от порядка дифференцирования, 

то есть: 

xy

z2

=
xy

z2

.     (16.7) 

 

 Таким образом, функция ,z f x y  двух переменных имеет 

только три разных частных производных второго порядка. 

 

 Пример 16.4. Найти частные производные  второго порядка функ-

ции 
2 2 3 1xz y e x y . 

 Решение. 

 Сначала найдем частные производные первого порядка: 
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z

x
2 32xy e xy ;  

z

y
2 22 3xye x y . 

 

 Найдем частные производные второго порядка: 
 

2

2

z

x
2 32xy e y ;  

2

2

z

y
22 6xe x y ; 

2z

x y

2 32x

y
y e xy 22 6xye xy ; 

2z

y x
2 2 22 3 2 6x x

x
ye x y ye xy . 

 Таким образом, 

2z

x y

2z

y x
. 

 

Пример 16.5. Найти частные производные функции 
 

2 2 2sin sin sinu x y z . 

 Решение. 

 Как известно 
1

( )
2

u u
u

.  

 Применим это: 

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
(sin sin sin )

2 sin sin sin

2sin cos sin2
.

2 sin sin sin 2 sin sin sin

x xu x y z
x y z

x x x

x y z x y z

 

 

 Аналогично имеем:  
2 2 2

sin2

2 sin sin sin
y

y
u

x y z
;     

           
2 2 2

sin2

2 sin sin sin
z

z
u

x y z
. 

 



 234 

 По определению полного приращения функции ,z f x y  при пе-

реходе от точки 0 0,x y  к точке 0 0,x x y y  имеем: 

 

0 0 0 0 0 0, , ,z f x y f x x y y f x y . 

 

 Если приращение функции можно изобразить в виде суммы линей-

ной (относительно x  и y ) части и «добавки» (слагаемых высшего по-

рядка): 
 

0 0 1 2,f x y A x B y x y ,  (16.8) 

где 1 2,  – бесконечно малые при 0x  и 0y ; ,A B  – некоторые 

константы, то функция ,z f x y  называется дифференцированной, а 

выражение A x B y  – ее полным дифференциалом, который обо-

значают df  или dz: 
 

dz A x B y . 

 

 Смысл определения дифференцируемости раскрывается, если 

преобразовать уравнение  для полного приращения функции:  
 

0 0 0 0 0 0

0 0 1 2

, , ,

, .

f x x y y f x y f x y

f x y A x B y x y
 

 

 Отсюда, если x  и y  малы, то значение функции в точке 

0 0,x x y y  приблизительно равно значению функции в точке 

0 0,x y  плюс линейное приращение A x B y . Получим приближенное 

значение функции: 
 

0 0 0 0 0 0, , ,f x x y y f x y A x B y f x y df .   (16.9) 

 

 Вычислим коэффициенты A и B. 

 Для определения коэффициента A допустим, что 0y  и запи-

шем выражение в таком виде: 
 

0 0 0 0 1, ,f x x y f x y A x x . 
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 Разделив обе части равенства на x , перейдем к пределу при 

0x : 
 

0 0 0 0
1

0 0

, ,
lim lim
x x

f x x y f x y
A x

x
. 

 

 Второе слагаемое правой части равно нулю и имеем:  
 

0

0

x x
y y

A f x . 

 

 Аналогично можно найти (допустив 0x  и 0y ), что  
 

0

0

x x
y y

B f y . 

 

 Таким образом, получили окончательное выражение для полного 

приращения функции ,z f x y  в точке 0 0,x y : 

 

  
0 0
0 0

1 2
x x x x
y y y y

z z
z x y x y

x y
  ( 1 2, – бесконечные малые). 

 

 Выражение 
z z

x y
x y

, образующее главную часть полного 

приращения z , которая линейно зависит от приращения аргументов, 

называется полным дифференциалом функции ,z f x y . 

 Так как для независимых переменных их приращения и диффе-

ренциалы совпадают, то есть ,x dx y dy , окончательно формула 

для полного дифференциала имеет вид:  
 

z z
dz dx dy

x y
, 

где каждое из слагаемых является частным дифференциалом по дан-

ному аргументу:   

 x

z
d z dx

x
 – частный дифференциал функции z  по аргументу x ;  



 236 

 y

z
d z dy

y
 – частный дифференциал функции z  по аргументу y .  

 

 Следовательно: 

0 0 0 0
0 0 0 0 1 2

, ,
, ,

f x y f x y
f x x y y f x y dx dy x y

x y
, 

 

или приближенно: 

0 0 0 0
0 0 0 0

, ,
, ,

f x y f x y
f x x y y f x y x y

x y
.   (16.10) 

 

 Основным свойством дифференциала является инвариантность 

формы первого дифференциала, то есть равенство 
z z

dz dx dy
x y

 

выполняется независимо от того, есть ли переменные x  и y  независи-

мыми или сами является функциями других аргументов.  

 Последнюю формулу удобно использовать для приближенного вы-

числения значения функции в точке. 
 

 Пример 16.6. Вычислить приближенно 
2 24,05 (2,93) . 

 Решение.  

 Пусть известно значение функции ,z f x y  в некоторой  точке 

0 0,x y , а необходимо найти ее значение в точке, близкой к данной 

0 0,x x y y . Рассмотрим функцию 
2 2z x y .  

 Близкими к заданным значениям аргументов и такими, что вычис-

ление станет проще, являются 0 4x , 0 3y , 0 0, 16 9 5f x y .  

 Тогда: 0 4,05x x x , а 0 2,93y y y .  

 Откуда находим 0,05x , 0,93y .  

 Найдем дифференциал в точке 0 0,x y . Определим значения 

производных: 

2 2

z x

x x y
,  

2 2

z y

y x y
, 
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и вычислим полный дифференциал: 
 

4
3

4 3
0,05 0,07 0,002

16 9 16 9
x
y

dz . 

 

 Откуда  

0 0,z x x y y
2 24,05 (2,93) 5 0,002 4,998. 

 

 Расчет на калькуляторе дал такой результат: 4,9987398. Как видно, 

погрешность составляет 0,0007398. 
 

Пример 16.7. Найти полный дифференциал функции 
y xz x y  

в точке (1;1)M . 

Решение.   

Находим частные производные: 
 

1 lny xz
yx y y

x
,   

1lny xz
x x xy

y
 . 

 В точке (1;1)M  1
z

x
, 1

z

y
, поэтому  dz dx dy . 

 

Пример 16.8. Вычислить приближенно 
3,02

1,97 . 

 Решение.   

 Рассмотрим функцию 
yz x  и точку 3;2M . В этой точке 

32 8z .  

 По условию необходимо вычислить значение функции 
yxz  в 

точке 1,97;3,02 , то есть 0,03x , а 0,02y .  

 Вычислим  частные производные 
x

z
 и  

y

z
 в точке 3;2M : 

1yz
yx

x
; lnyz

x x
y

. 

23 2 12
M

z

x
; 

32 ln2 8 0,603 4,824
M

z

y
. 
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 Таким образом, имеем:  
 

3,02(1,97) 8 12 ( 0,03) 4,824 0,02 7,736 . 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что понимают под функцией нескольких переменных? 

2. Что такое область определения функции двух переменных? 

3. Что такое линия уровня? 

4. Что называется графиком функции двух переменных? 

5. Что называется пределом функции двух переменных? 

6. Что такое частное приращение функции по x? 

7. Как найти частную производную по x? 

8. Какая взаимосвязь между градиентом функции и ее линией 

уровня? 

9. Что называется полным дифференциалом? 

10. Записать формулу, которая применяется в приближенных вы-

числениях. 

11. Что называется частными производными второго порядка от 

функции с двумя неизвестными? Как они вычисляются? 

 

Упражнения 

  

 Найти область определения функций: 
 

16.1. 
2 29z x y . 16.2. 

2ln(4 ).z x  

16.3. 

2 2

1
9 4

x y
z . 16.4. z x y . 

16.5. 1,7logz xy . 16.6. 1 2z x y . 

16.7. 
1

z
y x

. 16.8. 
2ln 2 6z y x . 

16.9. sinz y x . 16.10. ln cosz x . 
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 Найти частные производные следующих функций: 
 

16.11. 
2 23 5 2z x y y x . 16.12. 

3 2 2 5(2 6 3 ) .z y xy x  

16.13. 
2 34z x y . 16.14. 

2 2

x
z

x y
. 

16.15. 
2 2( )cos .

y
z x y

x
 16.16. 

2 2ln( ).z x x y  

16.17. 
sin32 xyz . 16.18. 

3 2cos (3 5 ).z x xy  

16.19. 
sin yz x . 16.20. 

2 2 3( 2 ) .yz x x  

16.21. 

3cos(2 3)
.

y
z

x
 16.22. 

23 xyz x ye . 

  

 Найти полные дифференциалы функций: 
 

16.23. 
x y

z
x y

. 16.24. 
xyz e x y . 

16.25. 
3 3ln 3z x y xy . 16.26. 

5 55z x y . 

16.27. lnz xy . 16.28. 
z

u arctg x y . 

 

 Вычислить значение полных дифференциалов: 
 

16.29. Вычислить приближенно значение 2 41,03 0,98 , применяя зна-

чение функции 
2 4z x y  при  1x , 1y . 

16.30. Найти приближенно значение 3 4ln( 1,03 0,98 1),  применяя 

значение функции 
3 4ln( 1)z x y  при 1x , 1y . 

16.31. Найти приближенно значение 2 23 1,02 0,05 , применяя значе-

ние функции 
2 23z x y  при 1x , 0y . 

 

 Найти частные производные второго порядка: 
 

16.32. 
3 2 2 34 3 3z x x y xy y . 16.33.  

2cos x
z

y
. 
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17. Экстремум функции нескольких переменных  

 

17.1. Необходимое условие экстремума  

функции нескольких переменных 

 

 Пусть функция ( , )z f x y  определена на множестве 
2D R  и 

точка 000 ; yxM  принадлежит этому множеству.  

 Говорят, что функция ( , )z f x y  в точке 000 ; yxM  имеет локаль-

ный максимум (минимум), если существует такая -окрестность точки 

000 ; yxM , что для любой точки из этой окрестности выполняется нера-

венство: 
 

0 0( , ) ( ) ( , )f x y f x y . 

 

 Для обозначения локального максимума и минимума существует 

общий термин – локальный экстремум, или просто экстремум.  
 

 Теорема (необходимое условие экстремума). Если функция двух 

переменных ( , )z f x y  дифференцируема в точке 000 ; yxM  и имеет в 

этой точке экстремум, то все частные производные  первого порядка в 

этой точке равны нулю:  
 

0

0

0

0

,

,

0

0

x x
y y

x x
y y

f

x

f

y

.     (17.1) 

 Точки, в которых выполняется это условие, называются стацио-

нарными и  могут не быть точками экстремума. Как и для функции од-

ной переменной, выполнение этого условия является необходимым ус-

ловием экстремума, однако не является достаточным.  

 Решив систему уравнений (17.1), определим координаты точек, в 

которых функция может иметь экстремум.  

 



 241 

17.2. Достаточное условие экстремума  

функции нескольких переменных 

 

 Рассмотрим определитель, элементы которого являются произ-

водными второго порядка от функции ( , )z f x y . Он обозначается 

символом : 

2 2

2

2 2

2

f f

x yx

f f

x y y

. 

 

 Теорема (достаточное условие экстремума). Если для функции 

( , )z f x y  в стационарной точке 000 ; yxM  и в некоторой ее окрест-

ности существуют все частные производные второго порядка этой функ-

ции и определитель  в этой точке положительный, то функция 

( , )z f x y  достигает в точке 000 ; yxM  экстремума.  

 При этом,  

 если 

2

2
0

f

x
, то в стационарной точке функция имеет минимум, 

 если 

2

2
0

f

x
 – максимум.  

 

 Следовательно, достаточное условие экстремума для функции 

двух переменных имеет вид: 
 

22 2 2

2 2
0

f f f

x yx y
.    (17.2) 

 

 Если в стационарной точке определитель отрицателен, то функция 

локального экстремума в этой точке не имеет.  

 Если в стационарной точке определитель равен нулю, то приве-

денная выше теорема не отвечает на вопрос о существовании экстре-

мума, и нужны дополнительные исследования. 
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 Пример 17.1. Исследовать функцию 
2 2 4 6z x y x y  на ло-

кальный экстремум.  

 Решение.  

 По необходимому условию экстремума проверим, имеет ли функ-

ция стационарные точки.  

 Определим производные первого порядка: 
 

2 4;
z

x
x

   2 6
z

y
y

. 

 

 Приравнивая эти производные нулю, получим систему уравнений 

для вычисления координат стационарной точки: 
 

0

0

0
2 4 0

.
2 6 0

0

z

xx

z y

y

 

 

 Отсюда получим, что стационарная точка 000 ; yxM  имеет коор-

динаты: 

0

0

2,

3.

x

y
 

 

 По достаточному условию проверим, является ли эта точка точкой 

локального экстремума.  

 Для этого найдем все производные второго порядка и вычислим их 

значения в стационарной точке: 
 

2

2
2

z

x
, 

2

2
2

z

y
, 

2 2

0
z z

x y y x
. 

 

 Теперь вычислим  определитель:  
2 0

4
0 2

. 

 

 Оказалось, что определитель является положительным, следова-

тельно, функция в стационарной точке достигает экстремума.  
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 Поскольку 

2

2
2 0

z

x
, то имеет место локальный минимум.  

 Вычислим значение функции в точке 0(2, 3)M : 

 

2 2
min 2 ( 3) 2 2 6 ( 3) 27z . 

 

 Пример 17.2. Исследовать функцию 
2 24 4 8z x y x y  на ло-

кальный экстремум. 

 Решение.  

 Определим первые производные функции и вычислим координаты 

стационарной точки из системы уравнений, которую получили в соответ-

ствии с требованиями необходимого условия экстремума: 
 

0 0

0 0

2 4
2 4 0 2

.
8 8 0 1

8 8

z
x

x xx

z y y
y

y

 

 По достаточному условию экстремума: 
 

2

2
2

z

x
; 

2

2
8;

z

y
, 

2 2

0
z z

x y y x
; 

2 0
16 0

0 8
. 

 

 Поскольку определитель отрицателен, то функция не имеет экс-

тремум. 

 

17.3. Понятие об условном экстремуме 

 

 Пусть функция ( , )z f x y  определена в области D  и точка 

000 ; yxM  принадлежит этой области.  

 При этом на независимые переменные наложено определенное 

условие:  

( , ) 0x y . 
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 Точка 0M X  называется точкой условного локального максиму-

ма (минимума) функции ( , )z f x y , если вокруг этой точки существует 

такая -окрестность, что для всех точек этой окрестности выполняется 

неравенство:  
 

0 0( , ) ( , )f x y f x y  при условии ( , ) 0x y .  (17.3) 

 

  В этом случае можно также пользоваться термином условный 

экстремум.  

 Если уравнение ( , ) 0x y  можно решить относительно одной из 

переменных, то есть представить в явном виде эту переменную как 

функцию второй переменной, то подставив решение уравнения связи в 

выражение для функции ( , )z f x y , получим новую функцию, которая 

зависит только от одной переменной. Локальный экстремум этой новой 

функции и будет условным локальным экстремумом исходной функции.  

 То есть задача  поиска условного экстремума сводится к решению 

задачи об определении локального экстремума функции одной пере-

менной, то есть к поиску безусловного экстремума. 
 

 Пример 17.3. Найти условный экстремум функции xyz , если 

1x y . 

 Решение.  

 В данном случае можно из уравнения связи одну переменную вы-

разить через другую и подставить в функцию, а затем исследовать ее на 

обычный экстремум.  

 Из уравнения связи имеем 1y x . Подставляем в функцию 

(1 )z x x . Получили функцию одной переменной.  

 Определяем производную 1 2dz x
dx .  

 Критическая точка 1/2x . Эта точка является точкой максимума 

(производная изменяет знак с «+» на  «– »).   

 Следовательно, при 1/2; 1/2x y .  

 Находим значение функции:  

max

1 1 1
;

2 2 4
z z . 
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17.4. Метод множителей Лагранжа 

 

 Если уравнение связи нельзя решить относительно некоторой пе-

ременной, то чтобы найти условный экстремум функции ( , )z f x y  при 

наличии соотношения ( , ) 0x y , составляют так называемую функ-

цию Лагранжа: 

( , , ) ( , ) ( , )F x y F x y x y ,                          (17.4) 

где  – неопределенный постоянный множитель (множитель Лагран-

жа), и ищут экстремум этой вспомогательной функции.  
 

 Функция Лагранжа представляет собой сумму целевой функции 

( , )z f x y  и функции ограничения ( , ) 0x y , умноженной на новую не-

зависимую переменную . 

 Необходимые условия экстремума функции Лагранжа сводятся к 

системе трех уравнений: 

0

0.

( , ) 0

F f

x x x

F f

y y y

x y

                                  (17.5) 

 

 Из этой системы находят yx,  и .  

 Чтобы обосновать существование и вид экстремума в критической 

точке для функции двух переменных, можно использовать такое прави-

ло.  

 Составляем и вычисляем определитель третьего порядка: 
 

0 x y

x xx xy

y xy yy

F F

F F

,                                       (17.6) 

 

элементами которого являются значения частных производных в крити-

ческой точке.   

 Если 0, то имеем условный максимум, а если 0 – условный 

минимум.  
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 Пример 17.4. Найти экстремум функции f x y  при условии, что 

2 29 4 13x y . 

 Решение.  

 Сформируем функцию Лагранжа:  
 

1349 22 yxyx,y,xF  

 

и найдем ее частные производные первого порядка: 
 

1 18
F

x
x

;       1 8
F

y
y

. 

 

 Учитывая уравнение связи, получаем систему уравнений для оп-

ределения координат стационарных точек функции Лагранжа: 
 

2 2

2 2

1

181 18 0
1

1 8 0 .
8

9 4 13 0 9 4
13 0

324 64

x
x

y y

x y

 

 

 Решив последнее уравнение системы, найдем, что 
1

12
.  

 Следовательно, для функции yxF ,  имеем стационарные точки 

1

2 3
;

3 2
M  и 2

2 3
;

3 2
M .  

 Соответственно, для исходной функции точки 1M  и 2M  могут быть 

точками условного экстремума.  

 Для проверки выполнения достаточного условия экстремума вы-

числим определитель  в точках  1M  и 2M .  

 В точке 1M : 312 0 , следовательно функция имеет минимум: 

min 13/6f . 

 

 В точке 2M : 312 0, поэтому в этой точке функция имеет мак-

симум: max 13/6f . 
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17.5. Метод наименьших квадратов 

 

 Метод наименьших квадратов относится к методам аппрокси-

мации, или приближенного восстановления функции по известным ее 

значениям в ряде точек. 

 На практике часто возникает задача о наилучшем подборе эмпири-

ческих формул, позволяющих представить в аналитической форме дан-

ные статистических наблюдений, изменений и т. д. 

 Задача формулируется следующим образом: имеются данные на-

блюдений в n  точках: 

nxxx ,...,, 21       (17.7) 

 

некоторой величины y  и получены соответствующие значения 

 

nyyy ,...,, 21 .      (17.8) 

 

 Нужно подобрать функцию определенного вида )(xfy , чтобы 

она по возможности наиболее точно отражала неизвестную зависимость 

измеряемой величины y  от параметров точек измерения ix . 

 Таким образом, задача нахождения эмпирических формул состоит 

из двух этапов: 

 1) определения общего вида зависимости )(xfy  или вида 

функции f  с точностью до постоянных параметров (коэффициентов), 

входящих в нее; 

 2) подбора этих неизвестных коэффициентов таким образом, что-

бы в точках наблюдений (17.7) подобранная функция наилучшим спосо-

бом отвечала данным измерений (17.8). 

 Итак, пусть на первом этапе определено, что эмпирическая фор-

мула должна включать совокупность известных базовых функций 
 

)(),...,(),( 21 xxx m ,     (17.9) 

 

то есть эта формула должна иметь вид: 
 

)(...)()()( 2211 xaxaxaxf mm ,   (17.10) 

где maaa ,...,, 21  – неизвестные параметры эмпирической функции.    



 248 

 Второй этап состоит в определении неизвестных параметров. Их 

следует выбрать такими, чтобы значения функции (17.10) по возможно-

сти наименее всего отклонялись бы в точках (17.7) от измеренных зна-

чений (17.8). 

 Метод наименьших квадратов состоит в минимизации суммы 

квадратов погрешностей (отклонений) функции (17.10) в точках (17.7) 

как функции от m  аргументов – неизвестных параметров: 
 

n

i

m

k
ikki

n

i
iim xayxfyaaaS

1

2

11

2
21 .)()(),...,,(   (17.11) 

 

 Для установления точки минимума функции (17.11) m переменных 

нужно найти частные производные этой функции по всем аргументам и 

приравнять их к нулю.  Отсюда  получается  система алгебраических 

уравнений относительно m неизвестных параметров: 
 

.,1,...2211 mjBaAaAaA jmjmjj    (17.12) 

 

 Коэффициенты и свободные члены уравнений этой системы опре-

деляются по формулам: 
 

.,1,,,
11

nkjxyBxxAA
n

i
ijij

n

i
ikijkjjk   (17.13) 

 

 Решение системы уравнений (17.12) представляет собой коорди-

наты точки локального минимума функции (17.11). 

 При обработке данных экономической статистики наиболее рас-

пространенным является приближение эмпирической формулой в виде 

линейной функции одной переменной.  

 В этом случае совокупность точек изменения (17.7) представляет 

собой набор значений аргумента nxxx ,...,, 21 , а совокупность функций 

(17.8) состоит из двух функций: x  и 1.  

 Эмпирическая формула (17.9) имеет вид: 
 

baxy .     (17.14) 

 

 Неизвестные параметры a  и b определяются из системы двух ли-

нейных уравнений (системы нормальных уравнений): 
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,

,

22221

11211

BbAaA

BbAaA
     (17.15) 

 

в которой коэффициенты и свободные члены выражаются формулами: 
 

n

i

n

i
i

n

i
iii

n

i
i yBxyBnAxAAxA

1 1
2

1
1222112

1

2
11 .,,,,    (17.16) 

 

 Пример 17.5. Зависимость между переменными величинами X  и 

Y  получена на основе эксперимента и представлена следующей табли-

цей: 

ix  1 1,5 2 2,5 3 

iy  2,15 2,3 2,6 2,8 2,5 

 

Найти формулу линейной зависимости baxxy  между X  и Y . 

 Решение.  

 Исходные данные и результаты вычислений поместим в таблицу: 
 

n  ix  iy  2
ix  ii yx  

1 1 2,15 1 2,15 

2 1,5 2,3 2,25 3,45 

3 2 2,6 4 5,2 

4 2,5 2,8 6,25 7 

5 3 2,5 9 7,5 

 10 12,35 22,5 25,3 

 

Подставим вычисленные суммы в систему нормальных уравнений 

(17.16): 
 

.35,12510

,3,25105,22

ba

ba
 

 

Решив эту систему, получим:   24,0a ,   99,1b . 
 

Искомая зависимость имеет вид:   99,124,0 xxy . 
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Вопросы для самодиагностики 

 

1. Как определяется экстремум функции нескольких переменных? 

2. Какие необходимые условия существования экстремума функ-

ции двух переменных? 

3. Какие достаточные условия существования экстремума функции 

двух переменных? 

4. Что называется условным экстремумом функции двух перемен-

ных? 

5. В чем сущность метода множителей Лагранжа? 

6. Описать алгоритм метода наименьших квадратов. 
 

Упражнения 

 

Исследовать на экстремум функции: 
 

17.1. 
2 2 2 3z x xy y x y . 

17.2. 
2 2 4 5z x y xy x y . 

17.3. 
2 234z x y . 

17.4. 
3 3 9z x y xy . 

17.5. 
4 42 4z x y . 

17.6. 2 6 2ln 18lnz x y x y . 

17.7. 
3 38 6 1z x y xy . 

17.8. Найти экстремум функции 
2 2 4z x y xy x y  при ус-

ловии 3 0x y . 

17.9. Найти экстремум функции 
2z xy  при условии 2 1 0x y . 

17.10. Найти экстремум функции 
1 1

z
x y

 при условии 2x y . 

17.11. Найти экстремум функции 
2x yz e  при условии 

2 2 1x y . 
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Раздел 2. Интегральное исчисление. 

Дифференциальные уравнения. Ряды 

 

18. Неопределенный интеграл 

 

18.1.  Понятие первообразной функции  

и неопределенного интеграла 

 

Одной из основных задач дифференциального исчисления являет-

ся поиск производной данной функции. Разнообразные исследования во 

многих направлениях науки, в том числе экономической, приводят к ре-

шению обратной задачи, а именно по данной функции xf  найти такую 

функцию xF , производная которой равна  функции xf , то есть 

F x f x . 

Восстановление функции по известной производной этой функции 

составляет одну из основных задач интегрального исчисления.  

Следовательно, если   
 

0

( ) ( )
lim ( )
x

F x x F x
F x

x
, то ( ) ( )dF x F x dx . 

 

 

 Обозначим ( ) ( )F x f x , тогда дифференциал функции:  
 

( ) ( )dF x f x dx .               (18.1) 
 

Функция xF  называется первообразной функцией для функции 

xf  на множестве X , если для любой переменной x X  функция 

xF  дифференцируема и F x f x , или dF x f x dx . 

 

Примеры. Найти первообразные для функций: 
 

18.1. Пусть функция ( ) 1/f x x , тогда xxF ln  – первообраз-

ная для функции xf , потому что ln 1/x x . 
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18.2. Если 
21/ xxxf  на интервале 1;1 , то 

21F x x – первообразная, потому что в любой точке x  этого ин-

тервала 
2 21 / 1x x x . 

18.3. Если 
3f x x , то 

4

4x
xF , потому что 

4
3

4

x
x .  

При этом также 

4

1
4

x
F x , потому что 

4
31

4

x
x .  

Следовательно, 

4

4

x
F x C , где C  – произвольная постоянная. 

 

В примерах, которые приведены выше, общий вид всех первооб-

разных для заданных функций будет: 
 

1. ( ) ln , ( ) 1/F x C x C f x x . 

2. 
21F x C x C ,  

2/ 1f x x x . 

3. 

4

4

x
F x C C ,  

3f x x . 

 

Теорема. 

1. Если xF  – первообразная для xf  на X , то CxF , также 

первообразная для xf , где C  – постоянная величина. 

2. Если xF1  и xF2  – две первообразные для xf  на X , то 

xF1 CxF2 , то есть эти функции отличаются одна от другой на по-

стоянную величину. 

Доказательство.  

То, что вместе с функцией xF  функция CxF  также является 

первообразной для функции xf , очевидно, так как 

F x C F x f x . 
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Для доказательства второй части теоремы составим функцию: 
 

1 2x F x F x , 

где 1F x f x  и 2F x f x , поскольку эти функции первообраз-

ные для xf .  

Тогда 1 2 0x F x F x f x f x , x X .  

Откуда, функция  x C , то есть xF1 CxF2 .  

Теорема доказана. 
 

Из данной теоремы вытекает, что если xF  – одна из первооб-

разных для xf , то множество всех первообразных имеет вид 

F x C . 

Если функция xF  – первообразная для функции xf , то множе-

ство функций CxF , где C – произвольная постоянная, называется  

неопределенным интегралом от функции xf  и обозначается таким 

образом: 
 

f x dx F x C ,     (18.2) 

где символ – интеграл, а f x dx  подынтегральное выражение, 

xf  – подынтегральная функция, x  – переменная интегрирования.  

 Операция восстановления функции по ее производной, или нахож-

дение CxF  функции xf , называется интегрированием xf . 

Из геометрического содержания производная F x  является уг-

ловым коэффициентом касательной к кривой xFy  в точке с абсцис-

сой x . Тогда найти первообразную для xf  значит найти такую кривую 

xF , что угловой коэффициент касательной к ней в произвольной точке 

x  был бы равен значению xf  в этой точке. 

Из определения неопределенного интеграла можно сделать вывод:  

для того чтобы проверить правильно ли выполнено интегрирование, 

достаточно продифференцировать результат и получить при этом по-

дынтегральную функцию. 
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Свойства неопределенного интеграла 

1. Производная от неопределенного интеграла по независимой пе-

ременной равна подынтегральной функции, то есть: 
 

f x dx f x .     (18.3) 

 

2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынте-

гральному выражению, то есть: 
 

  а) d f x dx f x dx ;         

 

  б) dF x F x C . 

 

3. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 
 

Af x dx A f x dx . 

 

4. Неопределенный  интеграл от алгебраической суммы двух (или ко-

нечного числа) функций равен алгебраической сумме интегралов от этих 

функций: 
 

1 2 1 2f x f x dx f x dx f x dx .   (18.4) 

 

5. Если в подынтегральной функции переменную интегрирования 

умножить на любой постоянный множитель k , то первообразная подын-

тегральной функции делится на этот множитель: 
 

1
f kx dx F kx C

k
,    (18.5) 

а также 

        
1

f kx b dx F kx b C
k

.   (18.6) 

 

Все свойства доказываются дифференцированием правых частей 

приведенных равенств. 

 



 

 

255 

        18.2. Таблица основных интегралов. Правила интегрирования 

 

Составим таблицу основных интегралов. Доказательство  всех  

формул осуществляем дифференцированием их правых частей. 
 

1. 

1 1

, 1 ;
1 1

n n
n nx x

x dx C n C x
n n

.  

2. 
1

ln ; ln
dx

x C x C
x x

. 

3. sin cosxdx x C . 

4. cos sin ; sin cosxdx x C x C x . 

5. 2 2

1
tg ; tg

cos cos

dx
x C x C

x x
. 

6. 2 2

1
ctg ; ctg

sin sin

dx
x C x C

x x
. 

7. tg ln cos ; ln cos tgxdx x C x C x . 

8. ctg ln sin ; ln sin ctgxdx x C x C x . 

9. , 0; 1 ;
ln ln

x x
x xa a

a dx C a a C a
a a

.  

10. ;x x x xe dx e C e C e . 

11. 
2 2 2 2

1
arcsin , ; arcsin

dx x x
C a x a C

a aa x a x
. 

12.  2 2 2 2

1 1 1
arctg , 0 ; arctg

dx x x
C a C

a a a aa x a x
. 
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13. 2 2 2 2

1 1 1
ln ; ln

2 2

dx x a x a
C C

a x a a x ax a x a
. 

14.
2 2 2 2

2 2 2 2

1
ln ; ln

dx
x x a C x x a C

x a x a
.  

 

Примеры. Найти интегралы.  

18.4. 

6
5

6

x
x dx C . 

18.5. 

6
5 3 1

3 1
3 6

x
x dx C . 

18.6. 
22 4 23 1 9 6 1x dx x x dx  

 

5 3
4 2 9 6

9 6
5 3

x x
x dx x dx dx x C .  

18.7. 2

1 2
arctg

2 3 34 9

dx x
C

x
.  

18.8. 
2

2

1
ln 2 4 9

24 9

dx
x x C

x
. 

18.9. 
2

1 2
arcsin

2 39 4

dx x
C

x
. 

Для проверки найденных интегралов нужно найти производные от 

полученных первообразных и доказать, что ( ) ( )F x f x . 

 

18.3. Замена переменной в неопределенном интеграле 

 

Если неопределенный интеграл не является табличным, то во мно-

гих случаях к цели приведет метод интегрирования с помощью замены 

переменной, который является основным методом вычисления интегра-

лов.  



 

 

257 

Метод подстановки, или замены переменной, играет одну из ос-

новных ролей в интегральном исчислении. 

Пусть нужно найти интеграл f x x dx , где подынтеграль-

ная функция непрерывна.  

Сделаем замену переменной, обозначим ( )t x , тогда:  

 

( )f x x dx f t dt ,   (18.7) 

где ( )dt x dx .  

 

 Допустим, что первообразная функции ( )f t  известна, то есть: 

 

( ) ( ) ,f t dt F t C  

тогда: 

( ( ))f x x dx F x C .   (18.8) 

 

Примеры. Найти интегралы: 

18.10. 
2

.xe xdx  

Решение. 

Сделаем замену 
2t x , тогда 2xdx dt , а 

2

dt
xdx .   

Перепишем интеграл: 

2 21 1 1
.

2 2 2 2

x t t t xdt
e xdx e e dt e C e C  

 

18.11. 2

2 3

3 5

x
dx

x x
. 

Решение. 

Взяв 
2 3 5x x t , 2 3x dx dt , получим: 

 

2

2

2 3 1
ln ln 3 5

3 5

x
dx dt t C x x C

tx x
. 
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Рассмотрим замену переменной в некоторых интегралах вида 

f x dx , которые непосредственно вычислить нельзя.  

Пусть переменная интегрирования x t , причем t  – непре-

рывная функция, которая имеет непрерывную производную, а также об-

ратную функцию xtt .  

Тогда dx t dt , и интеграл после подстановки новой перемен-

ной t  будет иметь вид: 
 

f x dx f t t dt .   (18.9) 

 

Пример 18.12. Найти 1x x dx . 

Решение.  

Сделаем замену 
21x t , то есть 

2 1x t , откуда 2dx tdt .  

Имеем: 

5 3
2 4 21 1 2 2 2

5 3

t t
x x dx t t tdt t t dt C . 

Теперь возвращаемся к переменной x , 1t x .  

Следовательно, 

5 3
1 1

1 2
5 3

x x
x x dx C . 

Пример 18.13.  Найти 
1

dx

x
. 

Решение.  

Сделаем замену 
2x t , тогда 2dx tdt .  

Имеем: 
 

2 1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 11

1
2 1 2 .

1 1

dx tdt tdt t t
dt dt

t t t t tx

dt
dt dt

t t
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 Итак, 2 ln 1
1

dx
t t C

x
. 

Возвращаемся к переменной x : 
2x t , t x .  

Таким образом, 2 ln 1
1

dx
x x C

x
. 

 

Пример 18.14. Найти 
2 2 .a x dx  

Решение. 

Если sinx a t , то 
2 2 21 sin cosa x a t a t   и  cos .dx a tdt   

Следовательно, имеем:   

2
2 2 2 2cos cos cos 1 cos2

2

a
a x dx a t a tdt a tdt t dt  

 

2 2 2 2

cos2 sin2 .
2 2 2 4

a a a a
dt tdt t t C  

 

Использована формула  

2 1 cos2
cos

2

t
t . 

Так как  
a

x
t arcsin , sin2 2sin cost t t , то:  

2 2
2 2 sin2

2 4

a a
a x dx t t C  

2 2 2

2
arcsin 1

2 2

a x a x x

a a a
 

2
2 2arcsin .

2

a x x
a x C

a a
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18.4. Интегрирование по частям 

 

Пусть xuu , v v x  – дифференцируемые функции аргумента 

x .  Тогда d uv vdu udv , откуда udv d uv vdu .  

Интегрируя это равенство, получим: 
 

udv uv vdu .       (18.10) 

 

Это и является формулой интегрирования по частям, она ис-

пользуется  тогда, когда vdu   не более сложный, чем  udv. 

Формула используется для нахождения интеграла ( )f x dx , если 

xf  имеет вид:  

1. ( ) bx
nP x a ; ( ) x

nP x e ; ( )sinnP x mx ; ( )cosnP x mx . 

2. ( )arcsinnP x x ; ( )arc cosnP x x ; ( )arc tgnP x x ; ( )arcctgnP x x ; 

( )lnnP x x , где ( )nP x  – многочлен. 

Интегралы такого типа являются стандартными и вычисляются 

только по формуле интегрирования по частям. 

При этом в интегралах первого вида за u  берем многочлен ( )nP x , 

а в интегралах второго вида трансцендентную функцию. 

 

Примеры. Найти интегралы: 

18.15. ( 1)sin2x xdx . 

Решение. 

Положим xu , а sin2dv xdx .  

Тогда du dx , 
cos2

sin2
2

x
v xdx . 

Теперь, используя формулу (18.10), получаем: 

 

1 1 1
( 1)sin2 cos2 sin2 cos2

2 4 2
x x x x x x C . 



 

 

261 

18.16. 
2 xx e dx . 

Решение. 

Пусть 
2, xu x dv e dx . Тогда 2 , x xdu xdx v e dx e .  

Получим  
2 2 2x x xx e dx x e xe dx . 

Применяя к интегралу 
xxe dx  формулу (18.10), вычисляем данный 

интеграл: 

2 2 22 2( )x x x x x xx e dx x e xe dx x e xe e C . 

 

18.17. arcsinxdx . 

Решение. 

Обозначим  

2
arcsin , ; ,

1

dx
u x dv dx du v x

x
. 

Следовательно, применив формулу (18.10), получим: 

2
arcsin arcsin

1

x
xdx x x dx

x
. 

 Пусть 
21 , 2t x dt xdx , тогда  

2

2
1

1

x
dx x

x
.  

 Следовательно, 
2arcsin arcsin 1xdx x x x C .  

 

18.18. 
x

xdxx
3sin

cos
. 

Решение. 

Пусть xu , а  
x

xdx
dv

3sin

cos
, тогда du dx ,  чтобы найти v  нужно 

сначала сделать такую замену sinx t , тогда cosdt xdx , а 3

dt
dv

t
, 
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значит 3 2 2

1 1

sin

dt
v

t t x
.  

Теперь по формуле интегрирования по частям получим:  

 

3 2 2 2

cos
tg

sin sin sin sin

x xdx x dx x
c x C

x x x x
. 

 

Рассмотрим еще один тип интегралов, которые берутся лишь по 

частям. Это интегралы вида sinaxe bxdx , cosaxe bxdx , sin lnx dx , 

cos ln x dx , 
2 2x a dx , в которых после двукратного применения  

формулы интегрирования по частям получается исходный интеграл.  

В этом случае мы приходим к линейному уравнению относительно 

искомого  интеграла. 

 

Примеры. Найти интегралы. 
 

18.19. sinxe xdx . 

Решение. 

В интеграле: , ;x xu e du e dx  sin , sin cosdv xdx v xdx x .  

Следовательно xdxexexdxe xxx coscossin .  

cosxe xdx  еще раз берем по частям.  

Получим:  

cos sin sinx x xe xdx e x e xdx , 

обозначив ,x xu e du e dx  cos , cos sindv xdx v xdx x .  

Таким образом: 

sin cos sin sinx x x xe xdx e x e x e xdx , 

или   

2 sin cos sinx x xe xdx e x e x C , 
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окончательно:  

sin sin cos
2

x
x e

e xdx x x C . 

18.20.
2 2x a dx . 

Решение.  

Пусть 
2 2u x a , dv dx .  

Тогда,  

2 2 2 2

1
2

2

xdx
du xdx

x a x a
, v dx x . 

 По формуле  интегрирования по частям имеем:  
 

2
2

2 2 2

2 2
.

x dx
x a dx x x a

x a
 

 

 В числителе последнего интеграла прибавим и отнимем 
2a , то 

есть: 

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2ln .

x a a
x a dx x x a dx

x a

dx
x x a x a dx a

x a

x x a x a dx a x x a

 

 

Решим уравнение относительно исходного интеграла, то есть: 
 

2 2 2 2 2 2 22 lnx a dx x x a a x x a . 

 

Следовательно,  
 

2 2 2 2 2 2 21
ln

2
x a dx x x a a x x a C . 
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18.5. Интегрирование рациональных дробей 

 

Рассмотрим интеграл  2

dx
I

ax bx c
. 

 

Для вычисления этого интеграла сделаем такие преобразования: 

выделим полный квадрат из квадратного трехчлена и получим квад-

ратный двучлен: 

2 2
2 2

2

2 2
2 2

2 4

4
,

2

b c b c b
ax bx c a x x a x

a a a a a

b ac b
a x a t m

a a

 

 

где 

2
2

2

4
, , .

2 2 4

b b ac b
t x x t m

a a a
 В последнем равенстве 

берется знак плюс, если 
24 0ac b , и знак минус, если 

24 0ac b .  

Таким образом, интеграл будет иметь вид: 
 

2 2

1 dt
I

a t m
,   или  2 2

1 dt
I

a t m
. 

 

Получили табличные интегралы. 

Рассмотрим интеграл общего вида: 2

Ax B
I dx

ax bx c
. 

 

В квадратном трехчлене выделим полный квадрат, проведем за-

мену переменной и запишем данный интеграл в виде суммы двух инте-

гралов: 

2 2 2

2 2 2 2

1 2

2 1 2
,

2

b
A t B

Ax B a
dx dt

aax bx c t m

Ab
B

A t a
dt dt

a at m t m
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где первый интеграл в правой части этого равенства равен модулю на-

турального логарифма знаменателя дроби, а второй – табличный. 

 

Пример 18.30. Найти интеграл 2

3 2
.

2 6 5

x

x x
 

Решение. 

Из квадратного трехчлена выделим полный квадрат, получим: 
 

 

2
2

1 3 2 1 3 2
.

52 2 3 5 93
2 2 2 4

x x
dx dx

x x x

 

 

Сделаем замену переменной, положив  

 

3 3
, ,

2 2
x t x t dx dt : 

2 2 2 2

9 5
3 2 3

1 3 2 52 22
1 1 1 12 4 4

4 4 4 4

t t
t dt

dt dt dt

t t t t
 

 

2 23 1 5 3 5 5
ln 2arctg2 ln 3 2arctg 2 3 .

4 4 4 4 2 4
t t C x x x C  

 

Рассмотрим далее интегралы вида:  
 

cbxax

dx

2
  и  dx

cbxax

BAx

2
. 

 

 Интегралы этого типа с помощью преобразований, а именно вы-

деления полного квадрата в квадратном трехчлене и замены перемен-

ной приводятся к табличным интегралам.  

 Отметим, что квадратный трехчлен 
2ax bx c  при этом должен 

быть положительным  
2 0ax bx c . 
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Пример 18.22. Найти интеграл 
2
.

2 8 2

dx

x x
 

 

Решение.  

22

2

1

22 4 1 2 5

1 ( 2) 1 2
arcsin .

2 2 55 2

dx dx

x x x

d x x
C

x

 

 

Рациональной функцией называется отношение двух многочле-

нов: 
n

m

P x

Q x
. Рациональная дробь 

n

m

P x

Q x
 называется правильной, если 

степень многочлена числителя меньше степени многочлена знаменате-

ля, то есть когда n m , и неправильной – в противоположном случае, 

когда n m . 

Рациональную неправильную дробь всегда можно записать в виде:  
 

n l
k

m m

P x P x
S x

Q x Q x
, 

где ,k lS x P x  – многочлены, причем степень многочлена lP x  

меньше степени многочлена mQ x . Для этого нужно разделить числи-

тель на знаменателя по правилу деления многочленов. 
 

Следовательно, интегрирование неправильной рациональной дро-

би сводится к интегрированию целой части (многочлена) и правильной 

рациональной дроби.   

Рассмотрим  интегрирование элементарных дробей типа: 

1) 
A

x a
; 

2) k

A

x a
 (k  – целое, 2k ); 
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3) 2

Ax B

x px q
 (

2 4 0p q , то есть квадратный трехчлен не име-

ет действительных корней). 
 

Для вычисления интегралов 
Adx

x a
 и k

Adx

x a
 нужно сделать за-

мену переменной t x a , а dxdt .  
 

Тогда:             

ln ln
Adx dt

A A t C A x a C
x a t

. 

 

1

1

1

1 1

k
k

k k k

Adx dt t A
A A t dt A C C

k ktx a x a
. 

Для вычисления интеграла 3) в знаменателе выделяем полный 

квадрат и делаем замену: 
 

2 2 2 2 2
2

.

2
2 4 4 2 4

Ax B dx Ax B dx Ax B dx

x px q p p p p p
x x q x q

 

 Замена dtdxt
p

x ,
2

.   

 Теперь:   

2 2 2
2 2

2 2

4 4

p ApA t B At BAx B dx
dt dt

x px q p p
t q t q

. 

 Последний интеграл запишем как сумму двух интегралов, а имен-

но:   

2 2 2
2 2

2

4 4

Ap
BAx B dx Atdt

dt
x px q p p

t q t q

,  если 

2

0.
4

p
q  
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Возвращаемся к переменной x : 

2

2 2 2

2

2 2

2 2ln arctg
2

4 4

2 2
ln arctg .

2 4 4

Ap p
B xAx B dx A

x px q C
x px q p p

q q

A B Ap x p
x px q C

q p q p

 

 

Рассмотрим общий подход к интегрированию правильной рацио-

нальной дроби 
n

m

P x

Q x
, где n m .  

Для этого нужно: 

1. Разложить знаменатель xQm  на простые действительные 

множители. По основной теореме алгебры это разложение может иметь 

линейные и квадратичные множители: 
 

2 2( ) ( ) ...( ) ( ) ...( )k l s r
mQ x x a x b x px q x cx d , 

 

при этом квадратичные трехчлены не имеют действительные корни. 

2. Написать разложение данной рациональной дроби на элемен-

тарные (самые простые) дроби в таком виде: 
 

1 2
2

1 2
2

1 1 2 2
2 22 2

1 1 2 2
2 22 2

( )
...

( )

...

... ,

n k
k

m

l
l

s s
s

r r
r

P x AA A

Q x x a x a x a

BB B

x b x b x b

M x NM x N M x N

x px q x px q x px q

C x D C x D C x D

x cx d x cx d x cx d

L  

где 1 1 1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...A B M N C D  – некоторые постоянные.  
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 Нужно заметить, что в этом разложении будет столько дробей, 

сколько корней имеет многочлен xQm , включая их кратность 

r,...,s,l,k . Знаменателями простых дробей являются все целые сте-

пени каждого множителя xQm , начиная с первой степени и заканчивая 

той степенью, которая имеет множитель в разложении xQm . 

Числителями простых дробей будут или постоянные ,..., 21 AA , или 

линейные функции 1 1M x N , в зависимости от того, есть ли в знамена-

теле дроби какая-либо степень линейной или квадратичной функции.  
 

3. Избавиться от знаменателя в последнем расписании, для чего 

нужно умножить обе части равенства на xQm . 

 

4. Составить и решить систему уравнений, сравнивая коэффици-

енты при одинаковых степенях x  в обеих частях полученного тождества. 

(Количество этих уравнений должно равняться количеству неизвестных 

1 1 1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...A B M N C D ). 

Систему уравнений для нахождения неизвестных можно найти 

иначе. Учитывая, что тождество имеет место при любых значениях x , 

присваиваем x  произвольные числовые значения. Как правило x  при-

сваивают значения корней xQm . Также можно комбинировать эти спо-

собы. 
 

5. Решить полученную систему уравнений. Найденные значения 

подставить в разложение рациональной дроби.  

Следовательно, интегрирование правильной рациональной дроби 

сводится к интегрированию элементарных дробей. 
 

Примеры. Найти интегралы. 

18.23. 2

2
.

5 6

x dx

x x
 

Решение. 

Приравняем знаменатель подынтегральной функции к нулю: 

2 5 6 0,x x  откуда имеем корни 21; 6tx x .  

Тогда подынтегральную дробь можно переписать так:  
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2
.

1 6

x

x x
 

 

Это правильная рациональная дробь, которую можно разложить на 

простые дроби таким образом: 
 

2
.

1 6 1 6

x A B

x x x x
 

 

Приводя к общему знаменателю и приравнивая числители, полу-

чим: 

2 6 1x A x B x . 

 

Теперь найдем коэффициенты BA, . Подставим в последнее ра-

венство значения корней знаменателя, тогда: 

1 1 2 1 6 ,x A             
3

3 7 ,
7

A A . 

6 6 2 6 1 ,x B    
4

4 7 , .
7

B B  

Перепишем интеграл и с учетом предыдущих преобразований,  

найдем его: 

2

2 2

1 65 6

3 4
3 47 7

1 6 7 1 7 6

x x
dx dx

x xx x

dx
dx dx

dx
x x x x

 

 

3 4
ln 1 ln 6

7 7
x x C . 

 

18.24. 

4

2
.

1

x dx

x
 

Решение. 

Здесь, как видим, под знаком интеграла имеем неправильную ра-

циональную дробь.  
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Разделим числитель на знаменатель по правилу деления много-

членов, тогда имеем:  

4
2

2 2

1
1

1 1

x
x

x x
,  

откуда: 
 
 

4 3
2 2

2 2 2

1
1 arctg .

31 1 1

x dx x
dx x dx x dx dx x x C

x x x
 

18.25. 2

1
.

1 2

x
dx

x x
 

Решение. 

Под интегралом правильная рациональная дробь. Разложим эту 

дробь на простые: 

2 2

1
.

1 21 2 2

x A B C

x xx x x
 

 

Приводя к общему знаменателю и приравнивая числители, имеем: 
 

2
1 2 2 1 1x A x B x x C x . 

 

Находим коэффициенты CBA ,, .  

Сначала в обе части подставляем корни знаменателя 

1 21, 2x x : 

 

1

2

x

x

1 1 2

2 1 3

A A

C C
. 

 

Осталось найти B.  

Его можно найти, если приравнять коэффициенты, например при 

2x  в обеих частях:    
 

2 0 2x A B B . 
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 Следовательно, 
 
 

2 2

2

1 2 2 3
2 2

1 2 1 21 2 2

3
3 2ln 1 2ln 2 .

22

x dx dx dx
dx dx dx

x x x xx x x

dx
x x C

xx

 

 

18.26. 2

1

4

x
dx

x x
. 

Решение. 

Под знаком интеграла знаменатель правильной дроби  имеет лишь 

один действительный корень 0x , а уравнение 
2 4 0x  не имеет 

действительных корней, тогда  разложение на элементарные дроби бу-

дет иметь вид: 

22

1

44

x A Bx C

x xx x
. 

 

 Приводим к общему знаменателю и приравниваем числители: 
 

2 2 2 21 4 4 4x A x Bx C x Ax A Bx Cx A B x Cx A. 

 

Определяем CBA ,, : 
 

2

0 0 1 4 , 1/4

0 , , 1/4

1 , 1

x A A

x A B B A B

x C C

. 

 

Следовательно, интеграл запишется в виде суммы двух интегра-

лов от простых дробей, которые легко интегрируются: 
 

2 2 22

1
1

1 1 1 1 24 ln
4 4 84 4 44

x
x dx xdx dx

dx dx x
x x x xx x
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21 1 1
ln ln 4 arctg .

4 8 2 2

x
x x C  

  

18.6. Интегрирование иррациональных выражений и выражений, 

которые содержат тригонометрические функции 

 

Рассмотрим интеграл: 
 

dxxxxR k

k

n

m

n

m

,...,, 1

1

,       (18.11) 

где ( )R x  – непрерывная функция, а 
k

k

n

m

n

m
,...,

1

1  – дробные показатели  

степеней.  

 

 Этот интеграл можно вычислить, используя подстановку: 
 

,nx t      
1 ,ndx nt dt       (18.12) 

где n  –  наименьшее общее кратное знаменателей дробей 
k

k

n

m

n

m
,...,

1

1 . 

 

С помощью этой подстановки каждый дробный показатель степени 

x  превратится в целое число и таким образом под интегралом будет       

R t  – рациональная функция, то есть: 

 

dttRdxxxxR k

k

n

m

n

m

,...,, 1

1

, 

где R t  – рациональная функция нового аргумента t . 

 

Интегралы типа 

, n
ax b

R x dx
cx d

                                  (18.13) 
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приводятся к интегралам от рациональных функций с помощью подста-

новки: 
nax b

t
cx d

, 

n

n

dt b
x

a ct
, dx

n

n

dt b
dt

a ct
. 

 

 Интегралы типа: 
 

 а)  
2 2, ;R x a x dx  б)  

2 2, ;R x x a dx  в)  
2 2, ,R x x a dx  

где ( )R x  – иррациональная функция от  аргумента x , приводятся к ин-

тегралам от рациональных тригонометрических функций с помощью 

тригонометрических подстановок: 
 

а)  sinx a t   или  cos ;x a t      (18.14) 

 

б)  tgx a t    или  ctg ;x a t      (18.15) 

 в)  
t

a
x

cos
   или  

t

a
x

sin
.     (18.16) 

 

Пример 18.27. Найти 

4

1

x
dx

x
.  

Решение. 

Под интегралом имеем степени аргумента – 1/2 и 1/4, наименьший 

общий знаменатель которых 4.  

Тогда возьмем 
4 3, 4x t dx t dt  и получим: 

 

4 44
3

2 2 2

1 1
4 4 4

1 1 11

x t t dt t
dx t dt dt

t t tx
 

 

2 2

2

2 2

1 1 1
4 4 1 4

1 1

t t dt
dt t dt

t t
 

 

42 3 3 4 44 1
4 4arctg 4 4arctg 4 arctg .

3 3
t dt dt t t t t C x x x C

 



 

 

275 

Пример 18.28. Найти 2

1 1
.

x
dx

xx
 

Решение. 

Пусть 
21

t
x

x
, тогда 

21 ,x xt  откуда 
1

1
2t

x .  

Тогда 
22 1

2

t

tdt
dx .  

Следовательно,  
 

3/22 2 2
2 3

2 2

( 1) 2 2 1
2 2

3 3( 1)

t t x
dt t dt t C C

xt
. 

 

Пример 18.29. Найти 
4 2 1

dx

x x
. 

Решение.  

Пусть 
t

x
sin

1
, откуда 

t

tdt
dx

2sin

cos
.  

 

Тогда:  

4 2

24 2 2

2 2

2
3 2

2

sin cos sin cos

sin11 1 sin1
sin sin

sin cos
sin sin sin

ctg

1 cos sin .

dx t t t tdt
dt

tx x t

t t

t tdt
tdt t tdt

t

t tdt

 

 

Сделаем подстановку ztcos , тогда sintdt dz .   

Подставим в  данный интеграл.  

Имеем:  
 

3 3
2

4 2

cos
1 cos

3 31

dx z t
z dz z C t C

x x
. 
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 Перейдем к переменной x .  

 Учитывая, что 
2cos 1 sint t  и 

x
t

1
sin , имеем: 

 

32

2

4 2

3

32
22

2 3

1 sin
1 sin

31

1
1 11 1

1 .
3 3

tdx
t C

x x

xxx
C C

xx x

 

 

Основные случаи интегрирования тригонометрических выражений 

1. Интегралы, которые с помощью известных тригонометрических 

соотношений можно привести к табличным: 
 

1
cos cos cos cos ;

2
ax bxdx a b x a b x dx   (18.17) 

1
sin sin cos cos ;

2
ax bxdx a b x a b x dx   (18.18) 

1
sin cos sin sin .

2
ax bxdx a b x a b x dx   (18.19) 

2

2

1 cos2 sin2
cos ;

2 2 4

1 cos2 sin2
sin .

2 2 4

ax x ax
axdx dx C

a

ax x ax
axdx dx C

a

   (18.20) 

 

Пример 18.41. Найти sin5 cos2x xdx . 

Решение.  

Применяем формулу (18.19): 
 

1 1 1
sin5 cos2 sin7 sin3 sin7 sin3

2 2 2

1 cos7 1 cos3 cos7 cos3
.

2 7 2 3 14 6

x xdx x x dx xdx xdx

x x x x
C C
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2. Интегралы вида sin cosm nx x dx . 

 

Здесь можно выделить следующие случаи: 
 

а) хотя бы один из показателей степеней m или n  – нечетное чис-

ло, а другой – любое. Например, 12pm  – нечетное число, а n  – лю-

бое, замена cost x  дает возможность вычислить интеграл. Если на-

оборот, 2 1n p  – нечетное, а m – любое, то интеграл берется с по-

мощью замены  sint x ; 
 

б) оба показателя m и n  – четные неотрицательные числа. На-

пример, 2m p  и kn 2  – четные числа, интеграл можно взять посте-

пенно понижая степени тригонометрических функций, для чего исполь-

зуют формулы: 
2 1 cos2

cos
2

x
x ,  

2 1 cos2
sin

2

x
x ; 

 

в) сумма показателей m и n  равна четному отрицательному числу,    

то есть pnm 2 . Интеграл вычисляется с помощью подстановки:  

2

2

1
tg ; cos

1
t x x

t
,

2
2

2
sin

1

t
x

t
, arctg ;x t   2

,
1

dt
dx

t
 

или  

2
2

2
ctg ; cos

1

t
t x x

t
,

2

2

1
sin

1
x

t
, arcctg ;x t  21

dt
dx

t
. 

 

Пример 18.31. Найти
3 3sin cosx xdx . 

Решение.  

Пусть  sint x , cosdt xdx , тогда   

 

.
6

sin

4

sin

64

1cossin

6464

532333

C
xx

C
tt

dttdttdtttxdxx

 

 

Пример 18.32. Найти
4 4sin cosx xdx . 
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Решение.  

Так как xxx 2sin
2

1
cossin ,  то xxx 2sin

4

1
cossin 222

. 

В свою очередь,  
2

4cos1

4

1
sin

4

1 2 x
x . 

Подставляя эти выражения под знак интеграла, получим: 
 

2
4 4 21 cos4 1

sin cos 1 2cos4 cos 4
8 64

x
x xdx dx x x dx

 

xdxxdxdx 4cos4cos2
64

1 2
 

xdxdxxx 8cos
2

1

2

1
4sin

2

1

64

1
 

 

1 1 1 1
sin4 sin8 .

64 2 2 16
x x x x C  

 

Пример 18.33. Найти dx
x

x
8

4

cos

sin
. 

Решение.  

Сделаем подстановку:  

  
2

2

1
tg ; cos

1
t x x

t
,

2
2

2
sin

1

t
x

t
, arctg ;x t   2

.
1

dt
dx

t
     

Тогда:  

44 24
4 2

8 22 2

5 7 5 7
4 6

1sin
1

cos 1 1

tg tg
.

5 7 5 7

t tx
dx dt t t dt

x t t

t t x x
t t dt C C

 

 

 

3. В интегралах вида tgn xdx  и ctgn xdx  используются подста-

новки  tgxt  и ctgxt . 
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4. Интеграл cos ,sinR x x dx , где подынтегральная функция яв-

ляется рациональной или дробно-рациональной функцией от cosx  и 

sinx , приводится к интегралу от рациональных функций с помощью под-

становки 

  tg ,
2

x
t                               (18.21) 

 

которая называется универсальной тригонометрической подстанов-

кой.  

 Используя тригонометрические формулы, получим: 

 

2

2 2

2tg 1 tg
2 2sin ; cos

1 tg 1 tg
2 2

x x

x x
x x . 

 То есть:  
 

tg ,
2

x
t

2

2
2arctg ; .

1

dt
x t dx

t
              (18.22) 

 

2

2 2

2 1
sin ; cos

1 1

t t
x x

t t
.                      (18.23) 

 Тогда:  
 

2

12 2 2

1 2 2
cos ,sin ;

1 1 1

t t dt
R x x dx R R t dt

t t t
.      (18.24) 

где tR1  – рациональная или дробно-рациональная функция. 

 

Пример 18.34. Найти 
4cos 3sin 5

dx

x x
. 

Решение. 

Пусть  

2

2 2 2

2 1 2
tg ; ; cos ; sin

2 1 1 1

x dt t t
t dx x x

t t t
. 
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 Тогда получим: 
 

2

2

2 2

2 2

2

4cos 3sin 5 4 1 2
1 3 5

1 1

2 2
2 2 .

36 9 3 tg 3
2

dx dt

x x t t
t

t t

dt dt
C C

xtt t t

 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Какая функция называется первообразной для данной функции? 

2. Что называется неопределенным интегралом? 

3. Перечислите свойства неопределенного интеграла. 

4. Запишите табличные интегралы. 

5. В чем состоит метод непосредственного интегрирования? 

6. В чем состоит метод интегрирования с помошью замены пере-

менной? 

7. Записать формулу интегрирования по частям. 

8. Как находятся интегралы вида 2

Ax B dx

x px q
? 

9. Что называется рациональной функцией? Какая рациональная 

дробь называется правильной? 

10. Как правильную рациональную дробь разложить на сумму про-

стейших дробей? 

11. Как находятся интегралы вида dxxxxR k

k

n

m

n

m

,...,, 1

1

? 

12. Какие интегралы от иррациональных функций берутся тригоно-

метрическими подстановками? 

13. Опишите методы интегрирования функций, содержащих триго-

нометрические выражения. 
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Упражнения 

 

Найти интегралы, используя свойства неопределенного инте-

грала и таблицу интегралов: 
 

18.1.

3 2

3
.

xx x e x
dx

x
 18.2.

2

2

(4 3 )
.

x
dx

x
 

18.3.
2

.
3 2

dx

x
 18.4.

2

2

3 3
.

3

x
dx

x
 

18.5.
17

1 3 .x dx  18.6.
3 5 .xe dx  

18.7. 2
.

16 25

dx

x
 18.8. 3

3
.

2 3

dx

x
 

18.9.
2
.

25 9

dx

x
 18.10. 3 .tg xdx  

 

Найти интегралы: 

 

18.11.
3 2

.
2

x
dx

x
 18.12.

2

6
.

1

x
dx

x
 

18.13.
4sin cos .xe xdx  18.14. 2

sin2
.

1 cos

x
dx

x
 

18.15.
2cos( 1) .x x dx  

18.16.

1

2
.

xe
dx

x
 

18.17.
2

arccos
2 .

4

x

dx
x

 
18.18.

2

arcsin
.

1

x x
dx

x
 

18.19. ln .x xdx  18.20. cos3 .x xdx  
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18.21.
ln

.
x

dx
x

 18.22.
2ln(1 ) .x dx  

18.23. arctg .x xdx  18.24. arcsin .xdx  

18.25.
2
.

4 3

dx

x x
 18.26. 2

12 11
.

9 6 2

x
dx

x x
 

 

Найти интегралы от рациональных дробей: 
 

18.27. 2

2 7
.

2

x
dx

x x
 18.28.

22 41 91
.

1 3 4

x x
dx

x x x
 

18.29.

5 4

3

8
.

4

x x
dx

x x
 18.30.

3

3 2

1
.

5 6

x
dx

x x x
 

18.31. 3 2

2
.

2

x
dx

x x
 18.32.

2

2

2
.

1 1

x
dx

x x
 

 

Найти интегралы: 
 

18.33. .
5sin 12cos 13

dx

x x
 18.34. 

3sin .xdx  

18.35. 
3ctg .xdx  18.36. 

3 2 3sin cos .x xdx  

18.37. 

41
.

x
dx

x x
 18.38. 

1
.

2

x
dx

x x
 

18.39. 

3

6 564

1
.

( )

x
dx

x x x
 18.40. .

1 x

dx

e
 

18.41. 2
.

5

x dx

x x
 18.42. 

29 .x dx  
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19. Определенный интеграл  

 

19.1. Интегральные суммы.  

Условия существования определенного интеграла 

 

Пусть неотрицательная функция y f x  определена и непрерыв-

ная на отрезке , ,a b a b  конечные числа). График функции изображен 

на рис. 19.1. 

 
Рис. 19.1 

 

1. Задача о вычислении площади криволинейной трапеции. 

Пусть плоская фигура ограничена графиком функции y f x , 

осью Ox, прямыми ., bxax  

Фигура aABb  называется криволинейной трапецией. Для того 

чтобы решить задачу выполним следующие действия: 

1) разобьем произвольно отрезок ba,  на n  частей точками 

 

bx...xx...xxxa nii 1210 ; 

 

2) выберем на каждом из отрезков 1[ ; ]i ix x  произвольную точку 

i 1[ ; ]i ix x . Обозначим через ix  разницу 1i ix x , которую будем на-

зывать длиной частного отрезка 1[ ; ]i ix x ; 
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3) в точках i  вычислим значение функции if  и составим та-

кую сумму: 

n

i
iinnn xfxfxfxfS

1
2211 )()(...)()( .       (19.1) 

 

Геометрический смысл этой суммы очевиден – это сумма площа-

дей прямоугольников с основаниями nxxx ,...,, 21  и высотами  

)(),...,(),( 21 nfff ; 

4) для нахождения площади криволинейной трапеции допустим,  

что количество точек n , а максимальная длина отрезков стремит-

ся к нулю, то есть max 0ix .  

Тогда площадь S  криволинейной фигуры, которая изображена на 

рис.19.1, есть предел интегральной суммы (19.1), то есть: 
 

  
max 0, max 0, 1

lim lim .
i i

n

n i i
x x i

n n

S S f x         (19.2) 

 

2. Задача о вычислении пути материальной точки. 

 Пусть известна скорость движения материальной точки как функ-

ция времени ( )v t f t . Найти путь, который пройдет точка за время от 

1T  до 2T . Если скорость не изменяется в течение времени, то есть f t  

– постоянная величина, то путь S , который прошла точка за промежу-

ток времени ,t t t , вычисляется по формуле .S f t t   

Выполним такие действия: 

1) разобьем отрезок 1 2[ ; ]T T  на промежутки времени: 

 

22101 ... TttttT n ; 

 

2) на каждом отрезке времени 1;i it t  возьмем произвольную точку 

i   и вычислим в этой точке значения скорости if ; 

3) для длины пути iS , который прошла точка за промежуток 

1;i it t  имеем  ,i i iS f t  где 1 1; , , 1i i i i i it t t t t i n .  
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Тогда  полная длина пути nS , если на каждом промежутке времени 

it  допустить движение равномерным, будет: 

 

n

i
ii

n

i
in tfSS

11

)( ;    (19.3) 

 

4) для нахождения пути, который прошла точка за время от 1T  до 

2T , найдем предел nS  при n  и при  max 0it : 

 

max 0 1

lim ( )
i

n

i i
x i

S f t .    (19.4) 

 

3. Задача об объеме продукции.  

Пусть функция z f t  описывает зависимость производительно-

сти труда z  некоторого производства за время t . Найдем объем продук-

ции u , изготовленной за промежуток времени T,0 . Если производи-

тельность не меняется на протяжении времени, то есть f t  – постоян-

ная величина, то объем продукции u , изготовленной за промежуток 

времени , ,t t t  вычисляется по формуле .u f t t  Используя 

приближенное равенство u f t , где , ,t t t  которое бу-

дет более точным, чем меньшим будет t . Выполним следующие дей-

ствия: 

1. Разобьем отрезок T,0  на промежутки времени:  

 

Ttttt n...0 210 . 

 

2. Вычислим объем продукции  iu , изготовленной за промежуток 

1,i it t , имеем: ,i i iu f t  где 1 1, , , 1 .i i i i i it t t t t i n  

3. Определим приближенно объем продукции, изготовленной за 

промежуток времени T,0 : 

1 1

.
n n

n i i i
i i

u u f t     (19.5) 
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4. Найдем предел nu , если max it  стремится к нулю, а n  и 

получим объем продукции, изготовленной за промежуток времени T,0 : 
 

max 0 1

lim ( )
i

n

i i
x i

u f t .    (19.6) 

 

Итак, рассматривая различные по характеру задачи, пришли к пре-

делу одного вида. 

Будем считать, что на промежутке ba,  задана непрерывная 

функция ( )y f x  и для нее аналогично рассмотренным задачам со-

ставлена сумма 
1

n

n i
i

S f x , которую будем называть интеграль-

ной суммой для функции ( )f x  на промежутке ba, . 

Если существует конечный предел интегральной суммы nS  при 

max 0ix  и n , который не зависит от способов разбиения отрез-

ка на части, а также выбора точек 1 2, ,... , то этот предел называется 

определенным интегралом  от функции ( )f x  на отрезке ba,  и обо-

значается: 

( )
b

a

f x dx  
max 0 1

lim ( )
i

n

i i
x i

f x ,      (19.7) 

 

при этом сама функция ( )f x  называется подынтегральной функцией, 

заданной на отрезке ba, .  

 Числа a  и b соответственно называются верхним и нижним пре-

делами интеграла, ( )f x dx  – подынтегральным выражением, x  – пе-

ременной интегрирования. 

Отметим, что поскольку определенным интегралом является пре-

дел интегральной суммы, то для существования такого предела, а по-

этому и интеграла, достаточно непрерывности функции ( )f x .  

Заметим также, что поскольку из определения определенного ин-

теграла также вытекает, что величина интеграла зависит от вида функ-

ции ( )f x  и пределов интегрирования, то определенный интеграл опре-

деляется однозначно и в отличие от неопределенного интеграла явля-
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ется числом, которое не зависит от того, какой буквой обозначается пе-

ременная интегрирования.  

Следовательно, можно записать: 
 

( ) ( )
b b

a a

f x dx f u du . 

 

Геометрический смысл определенного интеграла: если функция  

неотрицательна на отрезке ba, , где a b, то ( )
b

a

f x dx  – численно ра-

вен площади S  криволинейной трапеции, которая ограничена кривой 

( )y f x , отрезком ba,  и прямыми x a  и x b .        

  

 Физический смысл определенного интеграла: определенный ин-

теграл 
max 0 1

( ) lim ( )
i

b n

i i
x ia

f t dt f t  – это длина пути, пройденного мате-

риальной точкой за промежуток времени ba, , если известна скорость 

tf  в момент времени t . 

 

 

 Экономический смысл определенного интеграла: определенный 

интеграл 
max 0 10

( ) lim ( )
i

T n

i i
x i

f t dt f t  – это объем продукции, произве-

денной за промежуток времени [0, ]T , если известна производитель-

ность труда tf  в момент времени t . 

 

19.2. Свойства определенного интеграла 

 

По определению определенный интеграл – это предел интеграль-

ной суммы функции ( )f x :  

 

( )
b

a

f x dx
max 0 1

lim ( )
i

n

i i
x i

f x . 
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Свойства определенного интеграла 

1. При перестановке пределов интегрирования интеграл изменяет 

знак:    

          ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx .                                  (19.8) 

 

2. Определенный интеграл от единичной функции равен: 
 

 

b

a

dx b a .       (19.9) 

 3. Определенный интеграл  ( ) 0
a

a

f x dx .                  (19.10) 

 4. Если M  – константа,   то  ( )
b

a

Mdx M b a .         (19.11) 

5. Постоянный множитель можно выносить за знак определенного 

интеграла, то есть: 

( ) ( )
b b

a a

Mf x dx M f x dx ,    (19.12) 

где M  – константа. 
 

6. Интеграл от алгебраической суммы двух (или конечного числа) 

функций равен сумме интегралов от этих функций, то есть: 

 

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )
b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx .  (19.13) 

 

7. Если отрезок интегрирования разбить на части, то интеграл на 

всем отрезке равен сумме интегралов на составляющих этого отрезка, 

то есть для любых чисел  cba ,,  будет: 

 

          ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx .           (19.14) 

 

8. Если на отрезке ba, , где ba , функции ( )f x  и ( )x  удовле-

творяют условию ( ) ( )f x x , то: 
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( ) ( )
b b

a a

f x dx x dx .                               (19.15) 

 

9. Если m и M  – наибольшее и наименьшее значения функции 

( )f x  на ba, , то есть ( )m f x M  и a b, то: 

 

     ( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a .                    (19.16) 

 

      10. Если функция ( )y f x  непрерывна на ba,  ( ba ), то найдет-

ся такое значение [ , ]c a b , что 

 

( ) ( )( )
b

a

f x dx f c b a .                               (19.17) 

 

 Свойство 10 называют теоремой о среднем значении xf .  

 

      19.3. Вычисление интеграла. Формула Ньютона – Лейбница 

 

Если функция ( )y f x  интегрируема на ba, , то она также будет 

интегрируемой на отрезке [ ; ]a x , [ ; ]x a b . 

Интеграл от такой функции является некоторой функцией, зависи-

мой от x . Обозначим его как 
 

( ) ( )
x

a

F x f u du .                  (19.18) 

 

В этом интеграле нижний его предел a  – фиксированное число, а 

верхний предел x  изменяется.  

В выражении (19.18) используется переменная интегрирования u , 

чтобы отличить ее от верхнего предела интегрирования. На основе теоре-

мы о среднем можно установить также, что функция xF  определена и 

непрерывна на отрезке ba, , а значит и на [ ; ]a x . Численно она равна 

площади криволинейной трапеции, основой которой является промежуток 

[ ; ]a x . 
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Теорема (о производной интеграла с переменным верхним пре-

делом).  

Если функция ( )y f x  непрерывна на ba, , то в каждой точке 

[ , ]x a b  производная от функции xF  по переменному верхнему пре-

делу равна подынтегральной функции, то есть 
 

'( ) ( ) ( )
x

a x

F x f u du f x .                 (19.19) 

Доказательство. 

Пусть x  – точка непрерывности xF , дадим ей некоторое прира-

щение x . Тогда и функция xF  также получит некоторое приращение 

( )F x .  

Рассмотрим: 
 

( ) ( ) ( ) 1
( ) ( )

x x x

a a

F x F x x F x
f u du f u du

x x x
 

 

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

x x x x x x

a x a x

f u du f u du f u du f u du
x x

. 

 

Последний интеграл был получен с помощью свойства (19.14)  для 

определенного интеграла.  

Поскольку 

( ) ( )
x x

x

F x f u du , 

 

то применяя теорему о среднем, получим 

 

( ) 1 ( )( ) ( )
( ) ( )

x x

x

F x f c x x x f c x
f u du f c

x x x x
, 

где [ ; ]c x x x .  

 

 Переходя к пределу при 0x , а также при условии того, что 

c x , имеем 



 291 

0

( )
lim ( ) ( )
x

F x
F x f x

x
. 

 

 Таким образом, теорема доказана. 
 

Из этой теоремы следует, что если функция ( )f x  непрерывна на 

отрезке ba, , то для нее существует первообразная на этом отрезке, и в 

качестве одной из первообразных можно взять интеграл с переменным 

верхним пределом. Отсюда также вытекает, что неопределенный инте-

грал от функции ( )f x , непрерывной на ba, , является одним из инте-

гралов с переменным верхним пределом, то есть 
 

( ) ( )
x

a

f x dx f x dx C ,   [ ; ]x a b , 

где C  – некоторая постоянная. 

 

Теорема (формула Ньютона – Лейбница).  

Если xF  – первообразная для непрерывной на ba,  функции 

( )f x , то имеет место формула: 
 

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a .                     (19.20) 

 

Доказательство. 

Если xF  – какая-либо первообразная для функции xf , то и 

функция ( )
x

a

f u du  – также первообразная для xf .  

Две первообразные отличаются одна от другой лишь константой, 

то есть 

1( ) ( )
x

a

f u du F x C .    (19.21) 

 

Последнее равенство будет справедливым при соответствующем 

выборе постоянной 1C  для всех значений x . 
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Чтобы определить 1C  допустим в (19.21) x a , тогда 

 

1( ) ( ) 0
a

a

f u du F a C , 

откуда 1 ( )C F a .  

 Следовательно: ( ) ( ) ( )
x

a

f u du F x F a . 

 Теперь, если взять в (19.21) x b , то получим: 
 

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a . 

 

 Следовательно, формула Ньютона – Лейбница доказана. 
 

Вычисление определенных интегралов с помощью формулы Ньюто-

на – Лейбница проводится в два этапа: сначала методами вычисления не-

определенного интеграла находят некоторую первообразную xF  для 

функции  xf , а затем находят ее приращение на промежутке ba, .  

Для обозначения приращения первообразной вводят символ двой-

ной подстановки, который удобно использовать при решении примеров, 

а именно: 

( ) ( ) ( ) ( )
b

a

b
f x dx F x F b F a

a
.              (19.22) 

 

Пример 19.1. Вычислить интеграл 

2
2

1

3 1 .x x dx  

Решение.  
 

3 22 2 2 2 2 22 2

1 11 1 1 1

2

1

3 1 3 3
3 2

8 1 3 7 9 7
4 1 2 1 1 .

3 3 2 3 2 6

x x
x x dx x dx xdx dx

x
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Пример 19.2. Вычислить интеграл 

2

2
3

.
1

dx

x
 

Решение. 

2 3 3

2 2
23 2

1 1
ln

2 11 1

1 3 1 2 1 1 1 2
ln ln ln2 ln3 ln

2 3 1 2 1 2 2 3.

dx dx x

xx x
 

Пример 19.3. Вычислить интеграл 

4
2

0

cos .xdx   

Решение. 

Преобразуем подынтегральную функцию:  
2 1 cos2

cos .
2

x
x  

 Тогда:  

4 4 4 4
2

0 0 0 0

1 cos2 1 1
cos cos2

2 2 2

x
xdx dx dx xdx  

4 4

0 0

1 1 2 1 1 1
sin sin0 .

2 2 2 2 4 4 2 8 4

sin x
x  

 

Пример 19.4. Вычислить интеграл 

4

2
1

1
.

x
dx

x
 

Решение. 

3 114 4 4 4 4
2 2

2 2
1 11 1 1

1 1 7
2 .

1 4

x x
dx dx x dx x

x x
 

 

19.4. Замена переменной в определенном интеграле 
 

Пусть нужно найти интеграл 

b

a

f x x dx , который непо-

средственно вычислить нельзя, где подынтегральная функция непре-

рывная.  
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Допустим, что ( )t x .  

 Тогда: 
 

( )
b

a

f x x dx f t dt ,             (19.23) 

где  ( )dt x dx , ( ),a  ( )b . 

 

Пример 19.5.  Вычислить 

3
3

0

sin xdx . 

Решение. 

1
33 3 1

3 2 2

0 0 1 1

2
sin (1 cos )( sin ) (1 ) .

3 3

t
xdx x x dx t dt t  

В интеграле была сделана замена:  
 

cos , sin ,t x dt xdx  и при 0x , 1t , а при 3 , 1x t . 

 

Рассмотрим еще один случай замены переменной.  

Пусть функция xf  непрерывна на отрезке [ ; ]a b .  

Тогда, если:  

1) функция ( )x t  дифференцируема на [ ; ] и отображает 

[ ; ] на [ ; ]a b , ( )t  непрерывна на [ ; ];  

2) функция ( ( ))f t  определенная и непрерывная на [ , ];  

3) ( ) a ; ( ) b, то справедлива формула: 
 

( ) ( ( )) ( )
b

a

f x dx f t t dt ,                             (19.24) 

 

которая носит название формулы замены переменной в определенном 

интеграле. 

Заметим, что если при вычислении неопределенного интеграла с помо-

щью замены переменной мы должны были вернуться от новой переменной  t  

к переменной x , то при вычислении определенного интеграла этого можно не 

делать, достаточно установить новые пределы интегрирования  и  для 

переменной  t . 
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Пример 19.6. Вычислить 
2 2

0

a

a x dx  0a . 

Решение. 

Если положить sinx a t , то  
 

2 2 21 sin cosa x a t a t  и cos .dx a tdt  

Изменяем пределы интегрирования: при 0, 0;x t  при ,
2

x a t . 

 Следовательно: 
 

2/2 /2 /2
2 2 2 2

0 0 0 0

cos cos cos 1 cos2
2

a a
a x dx a t a tdt a tdt t dt  

/2
2 2 2

0

sin2
2 4 4

a a a
t t .  

 Здесь использована формула:  
2 1 cos2

cos
2

t
t . 

 

19.5. Интегрирование по частям 

 

Известно, что так же, как и для неопределенного интеграла, для 

определенного интеграла будет справедливой формула интегрирования  

по частям.  

Теорема. Пусть функции u  и v  дифференцируемые функции по 

своим аргументам x , тогда: 
 

                                 

b b

a a

b
udv uv vdu

a
,                           (19.25) 

где ( ) ( ) ( ) ( )
b

uv u b v b u a v a
a

, а интеграл 

b

a

vdu  будет более проще при 

интегрировании, чем исходный.  
 

 Формула (19.25) является формулой интегрирования по частям в 

определенном интеграле.  
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Пример 19.7. Вычислить 

1
2

0

xxe dx . 

Решение. 

Пусть x u , тогда dx du , 
2xe dx dv , тогда 

21

2

xv e .  

Используя формулу интегрирования по частям (19.25), получим: 
 

1 12 21 1
2 2 2 2 2 2

0 00 0

1 1 1 1
( 1) ( 1)

2 2 2 4 2 4 4

x x x xx e e
xe dx e e dx e e e . 

 

Пример 19.8. Вычислить 

3

2

4

sin

xdx

x . 

Решение. 

Пусть u x , 2sin

dx
dv

x
, тогда du dx , 2

ctg
sin

dx
v x

x
. 

 Следовательно, имеем:  

3 3
3

2

4
4 4

3
3

4
4

3 3 4 4sin

cos 1
ln sin

sin 3 4 43 3 3

3 2
lnsin lnsin ln ln

3 4 4 2 2 43 3

9 4 33 1 3 1 3
ln ln ln .

4 2 2 36 2 23 3 2 3 3

xdx
x ctgx ctgxdx ctg ctg

x

x
dx x

x
 

 

Пример 19.9. Вычислить 

2
2

1

lnx xdx . 
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Решение. 

Пусть lnu x , тогда dx
x

du
1

, а 
2dv x dx , тогда 

3

3x
v .  

Следовательно, 
 

2 23 22 2
2 2

1 11 1

1 1 8 1 7
ln ln 4ln2 4ln2 4ln2

2 3 3 3 9 9 9

x x
x xdx x x dx . 

 

19.6. Приближенное вычисление определенного интеграла 

 

Для вычисления определенного интеграла можно использовать так 

называемые приближенные формулы, основанные на численных мето-

дах вычисления.  

Формула прямоугольников 

Пусть нужно вычислить определенный интеграл от непрерывной на 

отрезке ba,   функции ( )y f x .  

Самый простой способ приближенного вычисления определенного 

интеграла вытекает из его определения как предела интегральной сум-

мы.  

Разделим отрезок ba,  на равные части точками i

b a
x a i

n
   

( 1, )i n  и положим, что: 

 

                              
1

( ) ( )
b n

i
ia

b a
f x dx f x

n
.                                (19.26) 

 

Полученное выражение называется формулой прямоугольни-

ков.  

Поскольку для непрерывной функции на ba,  предел при n  и 

0i

b a
x

n
, то можно утверждать, что ошибка при вычислении ин-

теграла будет тем меньше, чем больше n .  
 

Абсолютная погрешность  при этом подсчитывается по формуле: 
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                                      ( )
b

n
a

f x dx S ,                                (19.27) 

где 
1

( )
n

n i
i

b a
S f x

n
. 

 

Формула трапеций 
  

   
0 1 1 11 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ...
2 2 2

b
n n

a

f x f x f x f xb a f x f x
f x dx

n
 

(19.28) 

1

0
1

( ) 2 ( ) ( )
2

n

i n
i

b a
f x f x f x

n
. 

 

Формула, как и в предыдущем случае, будет тем точнее, чем 

большее число n . 

Можно доказать, что если функция xf  имеет непрерывную огра-

ниченную производную ( )f x , которая удовлетворяет неравенству 

1( )f x M  ( 1M  – число), то для обеих формул (прямоугольников и 

трапеций) абсолютная погрешность определяется неравенством  
 

2
1( )

.
4

M b a

n
     (19.29) 

 

Для функций, которые имеют ограниченную вторую производную 

2( )f x M , для абсолютной погрешности имеет место такая оценка: 

 

2
2

2

( )
.

12

M b a

n
             (19.30) 

 

Формула Симпсона 

 Поделим отрезок ba,  на четное число частей 2n k . Площадь 

криволинейной трапеции, которая соответствует первым двум отрезкам 

0 1[ , ]x x  и 1 2[ , ]x x , ограниченная линией ( )y f x , заменим на пло-

щадь, которая ограничена параболой, которая проведена через точки 
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0 0 0( , )A x y , 1 1 1( , )A x y , 2 2 2( , )A x y , с осью симметрии, параллельной оси 

Oy  (рис. 19.2). 
 

 
Рис. 19.2 

 

Рассмотрим площадь криволинейной трапеции, ограниченную 

сверху параболой: 

                              
2y ax bx c .                                       (19.31) 

 

Аналогичные параболы строим и для всех других пар отрезков. 

Сумма площадей под этими параболами и даст приближенное значение 

интеграла.  

Можно доказать, что площадь криволинейной трапеции, которая 

ограничена сверху параболой (19.31), будет: 
 

0 1 2( ( ) 4 ( ) ( ))
3

h
S f x f x f x .                    (19.32) 

где h  – расстояние между двумя ординатами 0( )f x  и 2( )f x .  

 

Погрешность формулы парабол  
5

34180

b a
M

n
,                         (19.33) 
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где 3M  – наибольшее значение 
4

y  в интервале ba, . 

 

Таким образом, формула Симпсона дает наилучшее приближение 

к искомому интегралу при 2n k , чем формула прямоугольников 

или формула трапеций.  
 

Пример 19.10. Вычислить интеграл 

4
2

0

x dx , а затем для 10n  вы-

числить приближенно по формулам прямоугольников, трапеций, пара-

бол.  

Найти абсолютные и относительные погрешности. 
 

Решение.  

2
i i iy f x x , 

4 0
0,4

10

b a
h

n
. 

 

ix  0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 3,2 3,6 4 

iy  0 0,16 0,64 1,44 2,56 4 5,76 7,84 10,24 12,96 16 

 

По формуле Ньютона – Лейбница: 
 

434
2

0 0

64
21,33

3 3

x
x dx . 

 

По формуле прямоугольников: 
 

4
2

0

0,4 0,16 0,64 1,44 2,56 4 5,76

          7,84 10,24 12,96 16 24,64.

x dx
 

 

По формуле трапеции:  
 

4
2

0

0 16
0,4 0,16 0,64 1,44 2,56 4 5,76

2

          7,84 10,24 12,96 21,44.

x dx
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По формуле парабол:  
 

4
2

0

0,4
0 16 4 0,16 1,44 4 7,84 12,96

3

          2 0,64 2,56 5,76 10,24 21,33.

x dx
 

 

 При вычислении интеграла по формуле прямоугольников: 
 

24,64 21,33 3,31, а %52,15%100
33,21

31,3
. 

 

 При вычислении интеграла по формуле  трапеций:  
 

21,44 21,33 0,11, а %52,0%100
33,21

11,0
. 

 При вычислении интеграла по формуле Симпсона:  
 

21,33 21,33 0,  а  %0 , 21,33 21,33 0 . 

 

19.7. Геометрические приложения определенного интеграла 

 

Вычисление длины дуги кривой 

Длиной дуги называется предел длины вписанной ломаной линии 

при неограниченном уменьшении длины ее участков. 

Найдем длину дуги ( )y f x , где ( )y f x  – непрерывная диф-

ференцируемая функция на ba, . 

Длина дуги кривой, которая ограничена ( )y f x , будет: 
 

  
2 2

max 0 1

lim 1 ( ) 1 ,
i

bn

i i
x i a

l y c x y dx  где 1 i n .        (19.34) 

Если кривая задана уравнениями в параметрической форме 

,x x t ,y y t  то длина дуги кривой определяется по формуле: 

2

1

2 2( ) ( ) ,
t

t t
t

l x y dt                             (19.35) 
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где 1t  и 2t  – значения параметра, которые соответствуют концам дуги. 

 

Если дуга задается уравнением  в полярных координатах, 

то длина дуги определяется: 
 

22 ,l d                              (19.36) 

где  и  – значения полярного угла, которые соответствуют концам 

дуги (в полярной системе координат положение точки M  на плоскости 

определяется ее расстоянием OM  от полюса O  и полярным углом, 

образованным отрезком OM  с полярной осью OX ).  
 

 Прямоугольные и полярные координаты связаны следующими  

формулами: siny,cosx . 

 

Пример 19.11. Найти длину дуги кривой 
2 arcsin .y x x x  

Решение. 

Чтобы найти пределы интегрирования, найдем область определе-

ния заданной функции, решив систему неравенств: 
 

2 0,

1 1,

x x

x
   

1 0,

0 1,

x x

x
   .10 x  

 Найдем:   

2

1 2 1 1
;

2 1 12

x x
y

x x x xx x
 

 

2
2 1 1 1

1 1 1 .
1

x x
y

x x x x
 

 

 Следовательно, по формуле (19.31): 
 

11 1 1
2

0
0 0

1
2 2l dx x dx x

x
. 

 



 303 

 Пример 19.12. Найти длину дуги астроиды 
3cos ,x a t  

3siny a t    

(рис. 19.3).   

 Решение. 

Найдем длину 
1

4
 всей дуги,  

которая расположена в первой четверти.  

Параметр  t  изменяется от 0t   

до .
2

t  

23 cos sin ,x t a t t
 

  
23 sin cos ,y t a t t            Рис. 19.3 

2 2 2 4 2 2 4 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 9 cos sin 9 sin cos

9 cos sin (cos sin ) 9 cos sin .

x y a t t a t t

a t t t t a t t
      

 

 По формуле (19.35) получаем: 

/22/2
2 2 2

0 0

1 sin 3
9 cos sin 3 cos sin 3

4 2 2

t
l a t tdt a t tdt a a . 

Следовательно, длина астроиды 
3

4 6
2

l a a . 

Пример 19.13. Найти длину кардиоиды 2 1 cosa  

(рис. 19.4). 
 

 Решение. 

Заданная кривая симметрична относительно 

полярной оси. Поэтому найдем половину длины 

ее дуги, где угол  будет изменяться от 0 до 

.  
  

                   Рис. 19.4  

 Имеем: 2 sin ,a        

 

22 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 4 1 cos 4 sin

4 (1 2cos cos sin ) 8 1 cos .

a a

a a
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 По формуле (19.36) получаем: 
 

2 2

0 0

0 0

1
8 1 cos 16cos

2 2

4 cos 8 sin 8  
2 2

l a d a d

a d a a

 

 Тогда длина искомой линии 16l a  (ед.). 

 

Вычисление площадей геометрических фигур 
 

Рассмотрим несколько случаев вычисления площадей геометрических 

фигур: 

1. Известно, что определенный интеграл  от неотрицательной не-

прерывной функции ( )y f x  на ba,  численно равен площади S  кри-

волинейной трапеции, ограниченной функцией ( ) 0y f x : 
 

( )
b

a

S f x dx .         (19.37) 

 

2. Если функция ( )y f x  на отрезке ba,  неположительная, то есть 

( ) 0f x , то и определенный интеграл от нее также будет числом неполо-

жительным, потому что он является пределом интегральных сумм, а значит 

сохраняет знак подынтегральной функции, тогда для ( ) 0f x  площадь 

криволинейной трапеции будет: 
 

( )
b

a

S f x dx .                 (19.38) 

 

3. Если функция ( )y f x  на промежутке ba,  изменяет знак, про-

ходя через точку c , то для нахождения площади промежуток ba,  нужно 

разбить на два промежутка ca,  и bc,  и применить формулы (19.37) и 

(19.38).  

Если функция ( )y f x  несколько раз изменяет знак на ba, , то 

площадь фигуры можно вычислить по формуле: 
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( )
b

a

S f x dx .      (19.39) 

 

4. Более сложные задачи на вычисление площадей решают, ис-

пользуя свойство аддитивности площадей, то есть фигуру можно разде-

лить на непересекающиеся части и вычислить площадь всей фигуры как 

сумму площадей этих частей. 

5. Если нужно вычислить площадь фигуры, ограниченную кривыми 

1( )y f x , 2( )y f x , заданными на отрезке ba, , причем 1 2( ) ( )f x f x , 

то эта площадь вычисляется по формуле: 
 

1 2 1 2( ) ( ) ( ( ) ( ))
b b b

a a a

S f x dx f x dx f x f x dx .   (19.40) 

 

6. Если плоская фигура ограничена графиком непрерывной на 

промежутке ,c d  функции ( ),x g y  прямыми ,y c y d  и осью орди-

нат, то площадь S  находится по формуле: 
 

( )
d

c

S g y dy .                       (19.41) 

 

Пример 19.14. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком 

функции 
3y x , прямой 1x  и осью Ox 

(рис. 19.5). 
 

Решение. 

141
3

0 0

1

4 4

x
S x dx . 

 

                  Рис. 19.5 

 

Пример 19.15. Найти площадь фигуры, которая ограничена линия-

ми cosy x , 0x ; x  (рис. 19.6). 
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Решение. 

 Площадь этой фигуры будет:  

2

0

cosS x dx .  

Как видно из рис. 19.6, площадь S  

под кривой cosy x  между точками 

2
x   и x  отрицательна,  значит 

                       Рис. 19.6 

на  этом  интервале  cos cosx x ,  и  

площадь можно вычислить как разницу двух площадей 1S  и 2S , то есть: 

 

2 2

1 2
0 0

22

cos cos sin sin

sin sin0 sin sin 1 0 0 1 2.
2 2

S S S xdx xdx x x

 

 

Пример 19.16. Найти площадь S  фигуры, ограниченной линиями: 

y x ; 2

1
y

x
, 0y ; 3x . 

Решение. 

        Данную фигуру можно рассмат-

ривать как две криволинейных тра-

пеции, ограниченные осью абсцисс, 

прямыми 0x  и 3x , а также 

графиком функции y x  на отрезке 

[0;1]  и графиком 2

1
y

x
 на отрезке 

[1; 3] (рис. 19.7).        Рис. 19.7   

 

Поскольку записать первообразную одинаково для этих функций 

нельзя, то данную криволинейную трапецию разобьем прямой 1x  на 
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две трапеции, тогда общая площадь фигуры будет равна сумме площа-

дей этих трапеций, то есть  1 2S S S , где 

1

1
0

S xdx , а 

3

2 2
1

1
S dx

x
.   

 Следовательно, 

1 321 3

2
0 1 10

1 1 1 7
1

2 2 3 6

dx x
S xdx

xx
. 

 

7. Площадь фигуры, ограниченной кривой, которая задана уравне-

ниями в параметрической форме. 

Пусть зависимость ( )y f x  задается параметрически, а именно: 
 

( )x x t , ( )y y t ,                            (19.42) 

где t ; ( ) a , ( ) b и уравнения (19.42) определяют не-

которую кривую ( )y f x  на отрезке ba, .  

 

 Тогда площадь фигуры вычисляется по формуле (19.37), но при 

этом выполняется замена переменной ( )x x t , тогда ( )dx x t dt , а 

( ( )) ( )y f x t y t  и  
 

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx y t x t dt .                (19.43) 

 

 Пример 19.17. Найти площадь, ограниченную эллипсом  

cosx a t , siny b t  (рис. 19.8). 

 Решение.  

Поскольку эллипс симметричен 

относительно осей координат, то 

найдем четверть его площади.  

 При изменении x  от 0 до a  па-

раметр t  изменяется от 
2

 до 0 (из 

уравнений cos 0,a t  cosa t a ).   
 

             

      Рис. 19.8 
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Следовательно, 
 

0 0
2

2 2

00

22

1
sin cos sin

4

sin2 sin
1 cos2 . 

2 2 2 2 2 2 4

S b t a t dt ab tdt

ab ab t ab ab
t dt t

 

S ab. 

 

Вычисление объема тела вращения 
 

Допустим, что xf  – известная непрерывная функция от x .  

Объем тела вращения криволинейной трапеции вокруг оси Ох: 
 

2 2

max 0 1

lim ( ) ( )
i

bn

x i i
x i a

V f x f x dx .        (19.44) 

 

Пример 19.18. Шар радиусом R можно рассматривать как резуль-

тат вращения полуокружности 
2 2y R x  вокруг оси Ox.  

Тогда объем этого шара можно найти по формуле (19.44): 

 

3
2 2 2 2 3

0 0

4
( ) 2 ( ) 2 ( )

3 3

R
R R

R

x
V f x dx R x dx R x R . 

 

Если заменить в формуле (19.44) формально x  на y , то получим 

объем тела вращения вокруг оси Oy криволинейной трапеции, ограни-

ченной линиями ( )x y , где ( )y  – функция обратная к ( )f x , 0;x  

;y c  ,y d   

то есть: 

2( )
d

y
c

V y dy .              (19.45) 
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19.8. Использование интегралов в некоторых  

экономических задачах 

 

Интегрирование в экономике широко используется для определе-

ния функций расходов, прибыли, потребления, если известны соответ-

ственно функции предельных расходов, предельной прибыли, предель-

ного потребления и т. п. Для определения свободной постоянной интег-

рирования необходимо дополнительное условие. Если находится функ-

ция расходов, используется условие: при количестве продукции 0x  

значение функции расходов равно фиксированным расходам, а при на-

хождении функции дохода: при количестве продукции 0x  значение 

функции равно нулю (доход равен нулю, если изделия не проданы). 

Рассмотрим ряд экономических задач, для решения которых ис-

пользуется понятие неопределенного и определенного интеграла. 

 

Пример 19.19. Задана функция предельного дохода 
 

( ) 30 0,02R x x . 

 Найти функцию дохода и закон спроса. 

Решение. 

2( ) (30 0,02 ) 30 0,01R x x dx x x C . 

 Следовательно, при 0,x  ( ) 0R x , то есть 0C  и функция до-

хода будет: 

2( ) 30 0,01R x x x . 
 

Если каждая единица продукции продается по цене p  единиц, то 

доход определяется формулой .R xp   

Следовательно, закон спроса  будет: 
 

( ) 30 0,01p x x . 

 

Пример 19.20. Функция предельных расходов предприятия имеет 

вид: 

2( ) 60 0,04 0,003f x x x . 

1. Найти функцию расходов, если расходы на 100 единиц продук-

ции составляют 7 тыс. грн. 
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2. Найти фиксированные расходы. 

3. Каковы затраты производства  250 единиц продукции? 

4. Если цена составляет 65,5 грн за единицу продукции, найти мак-

симальное значение прибыли. 

Решение. 

Найдем функцию расходов: 
 

2 2 3( ) (60 0,04 0,003 ) 60 0,02 0,001f x x x dx x x x C . 

 

 Если 100x  ед., то по условию задачи ( ) 7000f x  тыс. грн.  

 То есть: 

2 37000 60 100 0,02 100 0,001 100 C , или 200C . 
 

 Для нахождения фиксированных расходов найдем функцию расхо-

дов при 0x . При этом (0) 200f .  

 Таким образом, функция расходов имеет вид:  
 

2 3( ) 60 0,02 0,001 200f x x x x . 
 

 Расходы производства на 250 ед. продукции получим: 
 

2 3(250) 60 250 0,02 250 0,001 250 29575f . 
 

 Прибыль предприятия определяем по формуле: 
 

( ) ( )P x px f x ,  

где p  – цена единицы продукции. 

 

Следовательно,  
 

2 3( ) 65,5 60 0,02 0,001 200P x x x x x . 
 

 Решим задачу на экстремум, найдем критические точки:  
 

 
2( ) 5,5 0,04 0,003 0P x x x , 50.x  

Исследуем 
2( ) 0,04 0,006P x x  при 50x .  

(50) 0,04 0,006 50 0,26 0P , то есть функция прибыли 

имеет максимум.  
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Значение функции прибыли в точке (50) 0.P  

Таким образом, если реализовывать продукцию по цене 65,5 грн за 

единицу, предприятие не будет иметь прибыль. 

 

Пример 19.21. Найти среднее значение расходов, если объем 

производства изменяется от 100 до 200 ден. ед. Известно, что расходы 

( )f x  в зависимости от объема производства x  описываются с помо-

щью функции 
2( ) 1000 2 0,04f x x x . Определить объем производ-

ства, при котором расходы достигают среднего значения. 

Решение. 

Для того чтобы определить искомый объем производства, исполь-

зуем теорему о среднем, записав ее так: 

 

 
1

( ) ( )
b

a

f c f x dx
b a

.          (19.46) 

 

Если 
2( ) 1000 2 0,04f x x x , то подставим ее под знак интегра-

ла с пределами интегрирования 100a , 200b : 

 

.2700
3

04,01000
100

1

4,021000
100200

1

200

100

3
2

200

100

2

x
xx

dxxxcf

 

 

 Таким образом, средние расходы производства составляют 

2700 ден. ед. 

  

Пример 19.22. Выигрыш потребителей и поставщиков.  

Найти выигрыш потребителей и выигрыш поставщиков, если 

( )p f x  – кривая спроса на некоторый товар D  и ( )p g x  – кривая 

предложения ( )S ; 0 0( ; )x p  – точка рыночного равновесия (рис. 19.9).  

Понятно, что некоторые потребители смогут заплатить за товар 

цену 0p p . 
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Найдем выигрыш потребите-

лей от установленной цены 0p .  

Разобьем промежуток 00;x  

на частные промежутки 0x ; 1x x ; 

2 0,..., nx x x x .  

В каждом частном промежутке 

1i ix x x  возьмем произвольную 

точку ( 1 )iu i n .  

Выигрыш потребителей на 

этом отрезке будет: 
 

0( )i ip u p x , 

где 1i i ix x x .        Рис. 19.9   
 

Тогда средний выигрыш на промежутке 00;x  будет: 
 

0
1

( )
n

i i
i

p u p x . 

 

 Если функция спроса непрерывна и n , а max 0ix , то эта 

интегральная сумма имеет предел:  

0

0
0

( )
x

f x p dx . 

Таким образом, выигрыш потребителей: 
 

0

0 0
0

( )
x

C f x dx p x .              (19.47) 

 

Аналогично находится выигрыш поставщиков: 
 

0

0 0
0

( )
x

P p x g x dx .              (19.48) 

 

Очевидно, что выигрыш потребителей равен площади между кри-

вой спроса D  и прямой 0p p . Выигрыш поставщиков равен площади 

между прямой 0p p  и кривой предложения S .  



 313 

Пример 19.23. Пусть 
2( ) 116f x x  – функция спроса, а функция 

предложения – 
5

( ) 20
3

g x x . Найти выигрыши потребителей и по-

ставщиков, если было установлено рыночное равновесие. 

Решение. 

Найдем точку рыночного равновесия 
2 5

116 20
3

x x , 

или                                            

23 5 288 0x x . 

Корни квадратного уравнения 1 9x , 2

32

3
x .  

Тогда при 90x , 350p .  

Таким образом, выигрыш потребителя: 

9
39

2

0 0

116 315 116 315 486
3

x
C x dx x , 

а выигрыш поставщика: 
99

2

0 0

5 5 5
315 20 315 20 315 81 180 67,5.

3 3 6
P x dx x x  

 

Пример 19.24. Задача дисконтирования. Определение начальной 

суммы капиталовложений по ее конечной стоимости, полученной в тече-

ние времени t  (годы), если годовой процент, или процентная ставка p , 

называется дисконтированием. Задачи дисконтирования рассматрива-

ют при определении экономической эффективности капиталовложений. 

Пусть tK  – конечная сумма за t  лет, а K  – начальная, или дискон-

тированная, сумма.  

Если проценты простые, то (1 )tK K it , где 
100

p
i  – удельная 

процентная ставка.  

Тогда  

(1 )
tK

K
it

. 
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В случае сложных процентов (1 )t
iK K it , а поэтому  

 

(1 )
t

t

K
K

it
. 

 

Если ежегодная прибыль изменяется во времени и описывается 

формулой ( )f t  по удельной процентной ставке, которая равна i , то она 

насчитывается непрерывно.  

В этом случае дисконтированная прибыль K  в течение времени T  

подсчитывается по формуле: 
 

0

( )
T

itK f t e dt .                                  (19.49) 

 

Пример 19.25. Пусть нужно определить дисконтированную при-

быль за 5 лет при процентной ставке 4 %, если начальные капитало-

вложения составляют 1 млрд грн, а также намечается ежегодно увели-

чивать капиталовложение на 1 млрд грн. 

Если капиталовложения задаются формулой ( ) 1 1f t it t , 

тогда по формуле (19.49) дисконтированная прибыль: 
 

5
0,04

0

(1 ) tK t e dt . 

 Интегрируя по частям, имеем: 

5
0,04 0,04

0

0,04

1

(1 )

1

0,04

t t

t u

dt du

K t e dt e dt dv

v e

 

 

55 50,04 0,04 0,2 0,04

0 0
0

0,2 0,2 0,2 0,2

0,2

25 (1 ) 25 25 6 25 625

25(6 1) 625 625 150 25 625 625

775 650 15,5.

t te t e dt e e

e e e e

e
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Стоимость 15,5K  свидетельствует о том, что за 5 лет при равно-

мерном приросте капиталовложений от 1 до 5 млрд грн ежегодные капи-

таловложения, равносильны начальным вложениям в 15,5 млрд грн по 

той же непрерывно начисленной процентной ставке. 

 

19.9. Понятие несобственных интегралов 

 

 При рассмотрении определенного интеграла как предела инте-

гральных сумм предполагалось, что подынтегральная функция органи-

чена на конечном отрезке интегрирования. Данное ранее определение 

определенного интеграла не имеет смысла при невыполнении хотя бы 

одного из этих условий. Нельзя разбить бесконечный интервал на ко-

нечное число отрезков конечной длины; при неограниченной функции 

интегральная сумма не имеет предела. Тем не менее возможно обоб-

щить понятие определенного интеграла и на эти случаи, с чем связано 

понятие несобственного интеграла. 

 Пусть функция xf  определена  на промежутке ),[a  и интегри-

руема на любом отрезке 0,, RRa , так что интеграл 
R

a

dxxf  имеет 

смысл.  

 Предел этого интеграла при R  называется несобственным 

интегралом с бесконечным пределом интегрирования (или несоб-

ственным интегралом первого рода): 
 

R

aRa

dxxfdxxf lim . 

 

В случае если этот предел конечен, говорят, что несобственный 

интеграл сходится, а функцию xf  называют интегрируемой на бес-

конечном промежутке ),[a ; если предел бесконечен или не сущест-

вует, то говорят, что несобственный интеграл расходится. 

Аналогичным образом вводится понятие несобственного интеграла 

по промежутку ],( b : 

b

RR

b

dxxfdxxf lim . 
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 Наконец, несобственный интеграл с двумя бесконечными преде-

лами можно определить как сумму несобственных интегралов 
 

c

c

dxxfdxxfdxxf . 

Символ ( )f x dx  будем понимать так: 

, , ,
( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

b
b

aa a a
ab b b

f x dx f x dx F x F b F a .   (19.50) 

 

Если этот предел существует, то несобственный интеграл сущест-

вует, то есть сходится. В противном случае – не существует, то есть 

расходится. 

Введем обозначения: 
 

lim ( ) ( ), lim ( ) ( )
b a

F b F F a F . 

 Тогда:   

( ) ( ) ( ) ( )f x dx F x F F ,           (19.51) 

где ( )F x  –  первообразная функция для xf . 

 

Теорема 1. Если для всех x x a  выполняется неравенство 

0 f x x , и если 
a

x dx  сходится, то 
a

f x dx  также схо-

дится, при этом 
a a

f x dx x dx . 

Теорема 2. Если для всех x x a  выполняется неравенство 

0 x f x , к тому же 
a

x dx  расходится, то расходится и инте-

грал 
a

f x dx . 
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Теорема 3. Если интеграл 
a

f x dx  сходится, то сходится и ин-

теграл 
a

f x dx . В этом случае последний интеграл называется абсо-

лютно сходящимся. 

Несобственный интеграл вида: 
2xe dx  называется интегралом 

Пуассона. Доказано, что этот интеграл: 
2xe dx . 

Пример 19.26. Вычислить 21

dx

x
. 

Решение. 

2
arctg arctg( ) arctg( )

2 21

dx
x

x
. 

Следовательно, интеграл сходится. 

Пример 19.27. Вычислить 
1

cos xdx . 

Решение. 

1
1

cos lim sin lim (sin sin1)
b

b b
xdx x b . 

 

 Этот предел не существует. Следовательно, данный несобствен-

ный интеграл расходится. 

Пример 19.28. Вычислить  интеграл 2
0

arctg

1

x
dx

x
. 

Решение. 

По определению 2 2
0 0

arctgx arctg
lim

1 1

b

b

x
dx dx

x x
.  

Для нахождения первообразной подынтегральной функции вос-

пользуемся заменой arctgx t , откуда 2

1

1
dx dt

x
.  
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Тогда: 

2 2

2

arctg arctg

2 21

x t x
dx tdt

x
. 

 Следовательно, 
 

22 2 2 2

2
0 0

arctg arctg arctg arctg 0 1
lim lim .

2 2 2 2 2 81

b

b b

x x b
dx

x
 

 

Несобственные интегралы от функции f x , которая имеет 

разрыв при x a  или при x b , определяются такими формулами: 
 

0
lim

b b

a a

f x dx f x dx ; 

 

0
lim ,

b b

a a

f x dx f x dx   0.  

 

Несобственные интегралы называют сходящимся, если существу-

ют конечные пределы в правых частях этих формул. В противном слу-

чае их называют расходящимися. 
 

Пример 19.29. Вычислить несобственный интеграл 

1

2
0 1

dx

x
, если 

он сходящийся. 

Решение.  

Подынтегральная функция имеет разрыв в точке 1x .  

По определению   имеем: 
 

1 1 1

2 20 0 00 0

0

lim limarcsin
1 1

lim arcsin 1 arcsin0 arcsin1 .
2

dx dx
x

x x
 

 

 То есть данный интеграл сходится. 
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Пример 19.30. Вычислить несобственный интеграл 

1

2
0

dx

x
, если он 

сходится. 

Решение.  

Подынтегральная функция разрывная в точке 0x . 

По определению имеем: 
 

11 1

2 20 0 0
0

1 1
lim lim lim 1

dx dx

xx x
. 

 

Таким образом, интеграл расходится. 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Что называется интегральной суммой функции f x  на ,a b ? 

2. Дать определение определенного интеграла. 

3. Сформулировать основные свойства определенного интеграла. 

4. Как найти среднее значение функции на промежутке ,a b ? 

5. В чем состоит геометрический смысл определенного интеграла? 

6. В чем состоит физический смысл определенного интеграла? 

7. В чем состоит экономический смысл определенного интеграла? 

8. В чем заключается разница между определенным и неопреде-

ленным интегралами? 

9. Чему равна производная от определенного интеграла с пере-

менным верхним пределом? 

10. Записать формулу Ньютона – Лейбница для вычисления опре-

деленного интеграла. 

11. Какие методы интегрирования определенного интеграла вы 

знаете? 

12. Сформулировать теорему о замене переменной в определен-

ном интеграле. 

13. В чем особенность метода замены переменной в определенном 

интеграле? 

14. Записать формулу интегрирования по частям в определенном 

интеграле. 

15. Какие интегралы называются несобственными? 
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16. Какие несобственные интегралы называются сходящимися? При-

ведите пример. 

 

Упражнения 

 

По формуле Ньютона – Лейбница вычислить интегралы: 
 

19.1. 

8

3 2
1

1
4 .

3
x dx

x
 19.2. 

1

0

1 .xdx  

19.3. 

1

2
0

.
4

dx

x
 19.4. 

4

2
0

.
25

dx

x
 

19.5. 

2,5

2
2

.
5 4

dx

x x
 19.6. 

2

2

2
0

.
1

dx

x
 

19.7. 

5
2

4

16 .x x dx  19.8. 

1
2 3

2

1 .x x dx  

19.9. 

ln8

ln3

.
1

x

x

e
dx

e
 19.10. 

4

2

4

1 tg
.

cos

x
dx

x
 

19.11. 

0,5
sin

0

cos .xe xdx  19.12. 

4

2
1

.
1 ln

e dx

x x
 

19.13. 
1

sin ln
.

e x
dx

x
 19.14. 

25

4

.
1

dx

x
 

19.15. 
0

sin .
2

x
x dx  19.16. 

3

2

1

ln .
e

x xdx  

19.17. 

2

0

3 sin .x xdx  19.18. 

3

0

arctg .xdx  

19.19. 5
1

.
dx

x
 19.20. 

1

.
dx

x
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19.21. 2
2

.
1

dx

x
 19.22. 

231

.
2 1

dx

x
 

19.23. 
1

.
dx

x
 19.24. 2

.
2 2

dx

x x
 

 

Найти длину дуги кривой: 

19.25. 
2 3,y x   

4
0 .

3
x    

19.26. ln ,y x  3 8.x  

19.27. lncos 2,y x   0 .
6

x   

19.28. sin ,x t t   1 cos ,y t   0 2 .t  

 

Найти площади фигур, ограниченных заданными линиями: 

19.29. 
2 3 2, 0.y x x y         

19.30. 
2 2 2,y x x  

22 4 .y x x   

19.31. 1,xy   
2y x ,  3,x   0.y  

19.32. 
24 ,y x   

2 2 .y x x  

 

Найти объемы тел, образованных вращением вокруг оси Ox  фи-

гур, ограниченных заданными линиями: 
 

19.33. 
24 ,y x x   0.y    

19.34. sin ,
2

x
y   0,y   0 .x  

19.35. 
2 4 ,y x  .y x     

19.36. 
2 2 16,x y  1,x   3,x  0.y  

19.37. 
4

,y
x

  1x ,  4x ,  0.y   
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20. Дифференциальные уравнения первого порядка 

 

20.1. Понятие дифференциального уравнения и его решения 

 

Уравнение вида: 
 

0,...,'',',, nyyyyxF ,                       (20.1) 

 

которое связывает аргумент x , неизвестную функцию xy  и ее произ-

водные, называется дифференциальным уравнением.  

 Порядком дифференциального уравнения называют порядок наи-

высшей производной, которую содержит в себе уравнение, а ее степень 

называется степенью дифференциального уравнения.  

 Например: 1) 
2' 1y y x x  – дифференциальное уравнение 

первого порядка; 2) " xy y e  – дифференциальное уравнение вто-

рого порядка. 

 Если неизвестная функция, которая входит в дифференциальное 

уравнение, является функцией более чем одной переменной, то диф-

ференциальное уравнение называется уравнением в частных произ-

водных.  

Решением дифференциального уравнения называют функцию 

( )y x , подстановка которой в уравнение превращает его в тождест-

во.  

График решения называется интегральной кривой. Решить или 

проинтегрировать данное дифференциальное уравнение значит найти 

все его решения. Уравнение (20.1) имеет множество решений. 
 

 Пример 20.1. Показать, что функция 
5xy e  является решением 

уравнения 5 0.y y  

Решение. 

Находим 
55 ,xy e  

525 .xy e  

 Подставляем в заданное уравнение 
5 55 25 25 0 ,x xy y e e  

то есть функция 
5xy e  действительно является решением заданного 

дифференциального уравнения. 
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Общим решением дифференциального уравнения n -го поряд-

ка называется его решение: 
 

  1( , , ..., )ny x C C ,                          (20.2) 

 

которое содержит n  независимых произвольных постоянных  ,...,, 21 CC  

nC .  

 Если общее решение задано в неявном виде: 
 

1( , , , ..., ) 0nx y C C ,                  (20.3) 

 

то оно называется общим интегралом. 

Частным решением дифференциального уравнения называет-

ся решение, которое получается из общего решения, если свободным 

постоянным придавать  некоторые значения. 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

уравнение вида: 

       ( , , ') 0F x y y ,                          (20.4) 

или                                         

                   ' ( , )y f x y .                           (20.5) 

 

Уравнение (20.5) – уравнение первого порядка, разрешенное отно-

сительно производной. Общее решение этого уравнения имеет вид: 
 

         ( , )y x C ,                           (20.6) 

где C  – произвольная постоянная. 
 

Задача решения дифференциального уравнения, которое удовле-

творяет начальному условию: 0 0( )y y x , имеет название задачи Ко-

ши. 

Решение дифференциального уравнения (20.5) существует не для 

любой функции yxf ,   и не при любом начальном условии.  

 

Теорема. Если в уравнении ' ( , )y f x y  функция yxf ,  и ее ча-

стная производная ( , )yf x y  непрерывны в некоторой замкнутой области 

X  и точка 0 0( ; )x y X , то существует единственное решение ( )y x  
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этого уравнения, которое удовлетворяет начальному условию при 

0 0,x x y y .  

Геометрический смысл задачи Коши состоит в том, что график 

функции ( )y x , то есть интегральная кривая, которая проходит через 

точку 0 0( ; )x y X , единственная.  

Если в точке 0 0( ; )x y  условия теоремы Коши выполняются, то на-

чальное условие 0 0,x x y y  будем называть допустимым. 

Для решения задачи Коши в общее решение уравнения (20.6) нуж-

но подставить начальное условие и решить уравнение 0 0( , )y x C  

относительно постоянной C . Тогда частное решение 0( , )y x C  бу-

дет решением задачи. 
 

Пример 20.2. Решить уравнение: xy cos' ; (0) 1y . 

Решение. 

Запишем уравнение в дифференциалах cosdy xdx  и интегриру-

ем его правую и левую части: siny x C .  

Используем начальное условие: (0) 1y .  

Следовательно, 1 sin , 1x C C . 

Таким образом, sin 1y x  является решением задачи Коши. 

 

20.2. Дифференциальные уравнения первого порядка  

с разделяющимися переменными 

 

Дифференциальное уравнение вида 
 

yfxfy 21' ,    (20.7) 

где yfxf 21 ,  – непрерывные функции, называется уравнением с 

разделяющимися переменными 
 

 Этот тип уравнения является самым простым, но вместе с тем 

очень важным, поскольку более сложные уравнения с помощью некото-

рых преобразований сводятся именно к этому типу.  

Метод решения такого типа уравнений носит название разделения 

переменных. Запишем производную в эквивалентной форме как отно-
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шение дифференциала функции к дифференциалу независимой пере-

менной 
dx

dy
.  

Умножим обе части уравнения (20.7) на dx и поделим обе его час-

ти на 022 yfyf ; получаем: 

 

                    dxxf
yf

dy
1

2

.                            (20.8) 

 

В этом уравнении переменные разделены. Интегрируя обе части 

равенства (20.8), получим общий интеграл дифференциального уравне-

ния: 
 

         Cdxxf
yf

dy
1

2

,               (20.9) 

 

где C  – произвольная постоянная. 
 

Пример 20.3. Решить уравнение 
2 21 1 0x y dx y x dy . 

Решение. 

Разделим обе части уравнения на произведение 
2 21 1y x .  

Получим:        

2 2
0

1 1

xdx ydy

x y
. 

Переменные разделены. Интегрируя почленно, найдем общий ин-

теграл: 

2 2
0

1 1

xdx ydy
dx

x y
. 

 

 Следовательно, общим интегралом уравнения будет функция:  
 

2 21 1x y C . 

 

Пример 20.4. Решить уравнение (1 ) 1y x y . 
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  Решение.          

Переходим в уравнении к дифференциалам: 

(1 ) ( 1) 0y dx x dy , или 0
1 1

dx dy

x y
. 

 Следовательно, 
1 1

dx dy
C

x y
.  

 Отсюда ln 1 ln 1 lnx y C , то есть ln 1 1 lnx y C , 

или 1 1x y C .  

 

Пример 20.5. Найти частное решение дифференциального урав-

нения 
ln

y
xy

x
, которое удовлетворяет условию 1y  при ex . 

Решение. 

Сначала найдем общее решение уравнения: 

ln

y
xy

x
, или  

ln

dy y
x

dx x
. 

 Умножим обе части уравнения на dx :  

ln

ydx
xdy

x
. 

Разделяем переменные, для этого обе части нужно разделить на 

xy: 

ln

dy dx

y x x
. 

Интегрируем обе части:  

1
ln

dy dx
C

y x x
. 

 Находим интегралы: ln ln ln lny x C . 

 После потенцирования получаем:  lny C x  – общее решение.  

Теперь нужно найти C , используя начальное условие, а именно: 

( ) 1y e . Подставляем в решение начальное условие, получим: 

1 lnC e , откуда 1C . Теперь подставляем в общее решение 1C .  

Таким образом, частное решение: lny x . 
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20.3. Однородные дифференциальные уравнения 

 

Дифференциальное уравнение вида: 
 

               ' ( , )y f x y              (20.10) 

 

называется однородным уравнением первого порядка, если его пра-

вую часть, то есть функцию ( , )f x y , можно представить как функцию 

отношения своих аргументов: 
 

( , ) ( / )f x y y x . 

 

 Тогда уравнение (20.10) будет иметь вид: 
 

( / )y y x .                          (20.11) 

 

 Это уравнение легко преобразовать в уравнение с разделяющими-

ся переменными. С этой целью сделаем замену переменной: 
 

/u y x . 

 

 Так как y ux  и ' 'y u xu , уравнение (20.11) примет вид: 

 

' ( )xu u u , 

то есть    

( )

du dx

u u x
.                     (20.12) 

 

 В уравнении (20.12) переменные разделены.  

 Проинтегрировав его обе части, получим: 
 

ln
( )

du
x c

u u
. 

 

Из этого соотношения найдем общий интеграл уравнения 

( , ) 0F u C . Возвращаясь к исходной переменной y xu , получим реше-

ние однородного дифференциального уравнения первого порядка. 
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Пример 20.6. Решить уравнение: 
x

y
tg

x

y
'y . 

Решение. 

Пусть /y x u , тогда y ux  и ' 'y u xu . Подставим получен-

ные соотношения в исходное уравнение: 
 

' tgu xu u u ,    то есть    ctg /udu dx x . 

 

Интегрируем обе части уравнения: 

ln sin ln ln ;u x C  ln sin ln
y

Cx
x

. 

Таким образом, общий интеграл уравнения: Cx
x

y
sin . 

 

Пример 20.7. Решить уравнение: 
2 2( ) 2 0x y dx xydy . 

Решение. 

Выразим из данного уравнения первую производную неизвестной функ-

ции: 

2 2 21 ( / )
'

2 2 /

x y y x
y

xy y x
. 

 Полученное уравнение однородное.  

 Пусть /y x u , y ux  и ' 'y u xu .  

 Тогда, 

21
'

2

u
xu u

u
, или 2

2

1

udu dx

xu
. 

 Интегрируем обе части уравнения: 
 

2ln 1 lnu Cx ,    или  
21/(1 )Cx u . 

 

 Возвращаясь к исходной переменной, получим решение: 
 

2 2x y Cx . 

 

Пример 20.8. Найти частное решение дифференциального урав-

нения arctg
y

xy y x
x

, если 1 0y . 
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Решение. 

Сначала находим общий интеграл данного уравнения.  

Разделив обе части уравнения  на x , имеем:  arctg 1
y y

y
x x

. 

 Применяем замену 

y
t

x
, или y tx , y t x t .  

 Тогда:  

arctg 1t x t t t ,  или arctg 1t x t , 

откуда  arctg 1
dt

x t
dx

. 

Это уравнения с разделяющимися переменными: arctg t
dx

dt
x

. 

Интегрируем обе части уравнения: 1arctgt
dx

dt C
x

. 

2
22

1
arctgt arctg arctg ln 1

21

tdt
dt t t t t t C

t
. 

 

21
arctg ln 1 ln ln

2
t t t x C  или 

2arctg ln 1t t Cx t . 

 

 Возвращаясь к исходной переменной, получим решение: 
 

2 2arctg ln
y y

C x y
x x

. 

 

Учитывая начальное условие, найдем C .  

Для этого в общий интеграл уравнения поставим 1,1 yx : 

 

0 0
arctg ln 1 0

1 1
C , 0 lnC ,  откуда 1C . 

 

 Тогда частное решение уравнения имеет вид:  
 

2 2arctg ln
y y

x y
x x

. 
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  20.4. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 
 

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка 

называется уравнение, линейное относительно неизвестной функции и 

ее производной первого порядка, а именно: 
 

' ( ) ( )y p x y g x ,                       (20.13) 

где xg  – свободный член уравнения; xp  и xg  – известные и не-

прерывные функции независимой переменной x  (они также могут быть 

постоянными). 
 

Метод Бернулли 

Найдем решение уравнения в виде произведения двух неизвест-

ных функций:  

( ) ( )y u x v x . 

 

 Для первой производной этого соотношения получим выражение: 
 

' ' 'y u v uv . 

 

 Таким образом, исходное уравнение (20.13) будет иметь вид:  
 

' ( ' ( ) ) ( )u v v p x v u g x . 

 

 Выбрав в качестве xv  любое частное решение уравнения:  

 

' ( ) 0v p x v , 

 

для поиска неизвестной функции  xu  получим уравнение: 

 

'( ) ( ) ( )u x v x g x . 

 

Таким образом, исходное уравнение свелось к решению системы 

двух дифференциальных уравнений: 
 

'( ) ( ) ( ) 0

'( ) ( ) ( )

v x p x v x

u x v x g x
,                    (20.14) 

 

оба уравнения которой составляют уравнения с разделяющимися перемен-

ными.  
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 Решив первое уравнение системы, найдем функцию xv :  

( ) 0
dv

p x
dx

,  ( )
dv

p x dx
v

,  ln ( )v p x dx ,   
( )

( )
p x dx

v x e , 

 

поскольку нас интересует любое частное решение.  

 Подставляя найденное решение xv  во второе уравнение систе-

мы, получим: 
 

( )
( )

p x dxdu
g x e

dx
,   

( )
( )

p x dx
du g x e dx . 

 

 Откуда: 
( )

( ) ( )
p x dx

u x g x e dx C . 

 

 Таким образом, общее решение линейного уравнения имеет вид: 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ( ) )

p x dx p x dx
y x u x v x e g x e dx C .       (20.15) 

 

 

Пример 20.9. Найти решение уравнения tg cosy y x x . 

Решение. 

Имеем уравнение вида (20.13).  

Применяем подстановку y uv , где u  и v  – функции от x . 

Тогда y u v uv . 

 Подставляя y  и 'y  в данное уравнение, получим: 

 

tg cosu v uv uv x x . 
  

 Сгруппируем члены, которые содержат u , и вынесем u  за скобки, 

а именно: 

tg cosuv u v v x x . 
 

 Дальше функцию v  выбираем так, что tg 0v v x , тогда  

cosu v x . 

 Следовательно, для нахождения u  и v  имеем систему:  
 

tg 0

cos

v v x

u v x
.                                     (20.16) 
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 Решая первое уравнение, найдем v : tg
dv

v x
dx

,  или  tg
dv

xdx
v

.  

 Интегрируем обе части: 
sin

cos

dv x
dx

v x
,  

    ln ln cosv x ,  
1

ln ln cosv x
. 

 Откуда  

1

cos
v

x
. 

 Найденную функцию v  подставляем во второе уравнение системы 

(20.16) и находим u :  

1
cos

cos
u x

x
, 

2cos
du

x
dx

, 
2cosdu xdx . 

 Интегрируем:  

2cosdu xdx C , 
1 cos2

2

x
u dx C . 

 Следовательно,   

1 sin2

2 4

x
u x C . 

 Таким образом, 
1 sin2 1

2 4 cos

x
y x C

x
.  

 

Пример 20.10. Решить уравнение 
3 1y xy y . 

Решение. 

Данное уравнение линейное, но относительно функции ( )x x y .  

Запишем иначе это уравнение: 

3 1
dy

y xy
dx

,  или  
3 dx

y xy
dy

, 

откуда  

3 dx
y xy

dy
. 

Следовательно 
3x xy y .  

Таким образом, получили линейное уравнение относительно ( )x y .  
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Решение ищем в виде x u y v y , откуда x u v uv .  

В уравнение подставляем x  и 'x , получим:  
 

3uv uv uvy y . 
 

 Вынося за скобки u , имеем:  

3uv u v vy y . 

 Это уравнение заменяем системой уравнений: 3

0v vy

u v y
.  

 Из первого уравнения находим v :  

0v vy ,  или 
dv

vy
dy

, откуда 
dv

ydy
v

. 

 Интегрируя полученное уравнение, имеем:  

2

ln
2

y
v , или 

2

2

y

v e . 

 Из второго уравнения системы найдем u : 
3uv y .   

 Подставляя v , имеем: 

2

32

y

u e y ,  или 

2

32

y
du

e y
dy

, которое 

можно записать так: 

2

32

y

du e y dy .  

 Интегрируем это уравнение:

2

32

y

du e y dy C .  

 Найдем интеграл, который находится справа. Для этого использу-

ем метод интегрирования по частям: 
2u y , 

2

2

y

dv e ydy , откуда 

2du ydy , 

2

2

y

v e . 

 Теперь имеем: 

2 2 2 2 2

3 2 22 2 2 2 22 2
y y y y y

e y dy y e e ydy y e e .  

 Следовательно, 

2 2

2 2 22
y y

u y e e C .  
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 Таким образом,  

2 2 2

2 2 2 22
y y y

x y e e C e ,   или    

2

2 22
y

x y Ce . 

 

20.5. Дифференциальные уравнения Бернулли 

 

Некоторые уравнения в результате замены неизвестной функции 

могут быть приведены к линейному дифференциальному уравнению, 

например уравнение Бернулли, которое имеет вид: 
 

' ( ) ( )ny p x y y g x ,               (20.17) 

где Nn .  
 

 В этом уравнении ( )p x  и ( )g x  – некоторые непрерывные функ-

ции, которые могут быть и постоянными. Уравнение Бернулли является 

нелинейным уравнением, поскольку неизвестная функция ( )y x  в пра-

вой части уравнения нелинейная.  

 Разделив обе части уравнения на 
ny , получим:  

 

1'
( ) ( )n

n

y
p x y g x

y
.             (20.18) 

 

Заменим функцию ( )y x  на новую функцию xz  с помощью выра-

жения: 

1 ny z .  
 

Для первой производной этого соотношения получим: 
 

' (1 ) 'nz n y y .  
 

Подставим полученные соотношения в исходное уравнение. Будем 

иметь линейное дифференциальное уравнение относительно функции 

z , а именно: 

( ) ( )z zp x g x , 

решение которого рассмотрено выше. 
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Пример 20.11. Найти решение уравнения 
2.

y
y xy

x
 

Решение. 

По условию имеем уравнение Бернулли (20.17).  

 

Преобразуем его к линейному, применяя замену 
1 nz y . В нашем 

примере 2n , поэтому 
1z y   или  

z
y

1
,  тогда  2

1
y z

z
.  

Уравнение принимает вид:   

2 2

1 1 x
z

zxz z
, 

 

или после умножения на 
2z :   

.
z

z x
x

 

 

Теперь имеем линейное уравнение относительно z .  

Решение уравнения ищем в виде z uv , отсюда z u v uv . 

 Подставляя z  и 'z  в уравнение, получаем: 
 

uv
u v uv x

x
, или    ( ) .

v
u v u v x

x
 

 Это уравнение заменяем системой уравнений:  
 

0

.

v
v

x

u v x
. 

 Из первого уравнения системы найдем v :  
 

0
v

v
x

, или 
dv v

dx x
, откуда .

dv dx

v x
 

 

Таким образом, 
dv dx

v x
, ln lnv x , то есть .v x  

 



 336 

Из второго уравнения системы найдем u :  
 

u v x , или u x x , 1
du

dx
,du dx . 

Интегрируя, имеем u x C . 

 Таким образом: z uv ,  z x C x .  

 Возвращаемся к переменной y :  

1
y

z
, или 2

1 1
.y

x C x Cx x
 

 

20.6. Применение дифференциальных уравнений в экономике 

 

Спрос и предложение являются основными экономическими кате-

гориями рыночных отношений. Обозначим через ( )x x p  функцию 

спроса в зависимости от цены товара p , а через ( )y y p  – соответст-

вующее предложение, которое также является функцией цены товара.  

Рассмотрим самую простую модель, в которой спрос и предложе-

ние являются линейными функциями цены товара, а именно: 
 

( ) ,
( , , , 0).

( ) ,

x p a bp
a b n m

y p np m
               (20.19) 

 

Действительно, спрос в зависимости от цены товара должен сни-

жаться с ростом p , а предложение, наоборот, – увеличиваться. В слу-

чае низких цен спрос будет превышать предложение ( ) ( )x p y p , а ес-

ли цена будет слишком большой – наоборот, предложение будет пре-

вышать спрос: ( ) ( )y p x p .  

Рынок будет сбалансирован, если спрос и предложение будут сов-

падать, то есть ( ) ( )y p x p .  

Соответствующее значение цены 0p  в этом случае называется 

ценой равновесия, или равновесной ценой, а спрос и предложение – 

равновесными.  

Найдем равновесную цену из условия ( ) ( )x p y p .  

По формуле (20.19) имеем: 0 0a bp np m , 
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откуда:      

0

a m
p

n p
.                 (20.20) 

 

При равновесной цене рынок в зависимости от времени сбаланси-

рован и цена на товар остается постоянной. 

В действительности спрос далеко не всегда находится в соответ-

ствии с предложением, то есть ( ) ( )x p y p , или ( ) ( )y p x p , и возни-

кает потребность рассмотреть динамическую модель, в которой цена 

товара изменяется во времени t : ( )p p t  и дать ответ на вопрос, за 

какой промежуток времени цена будет стремиться к цене равновесия. 

Определим ( )p p t  в предположении, что скорость изменения це-

ны в любой момент времени t  прямо пропорциональна разнице между 

спросом и предложением в тот же момент времени.  

Следовательно: 
 

( ) ( ) , ( 0)
dp

k x p y p k
dt

. 

 

 Из формулы (20.19) получим равенство:  
 

( ) ( ( ))
dp

k a bp np m k a m p b n
dt

.       (20.21) 

 

 Запишем равенство (20.21) в виде:   
 

( ) ( )
dp

p k b n k a m
dt

.              (20.22) 

 

Таким образом динамическая модель описывается неоднородным 

линейным дифференциальным уравнением первого порядка. 

 

 Вопросы для самодиагностики  

 

1. Какой вид имеет дифференциальное уравнение n -го порядка? 

2. Что называется общим решением дифференциального уравне-

ния n -го порядка? 
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3. Что называется частным решением дифференциального урав-

нения n-го порядка? 

4. Сформулируйте задачу Коши для дифференциального уравне-

ния первого порядка. 

5. Какие виды дифференциальных уравнений первого порядка вы 

знаете? 

6. Какой вид имеет дифференциальное уравнение с разделяющи-

мися переменными? 

7. Какое уравнение называется однородным? 

8. Какую замену нужно сделать при решении однородных уравне-

ний? 

9. Какое уравнение первого порядка называется линейным? 

10. Как решается линейное уравнение? 

11. Каким образом можно привести уравнение Бернулли к линей-

ному дифференциальному уравнению? 

 

Упражнения 
 

Проверить, является ли решением данного дифференциального 

уравнения указанная функция: 
 

20.1. 4 0,y y   sin2 .y x  

20.2. 
2 2,y x y  

1
.y

x
 

 

Решить уравнения с разделяющимися переменными: 
 

20.3. cos cos sin sin 0.x ydx x ydy  

20.4. 
2 3

1 1 .y dx x dy  

20.5. 
24 0.xydx x dy  

20.6. 
1 2 2( 1) .xe y dy dx  

 

Найти частные решения, которые удовлетворяют указанным 

начальным условиям: 

20.7. 
2 2( ) ( ) 0 ,xy x dx x y y dy  0 1.y  
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20.8. 
2 2 2sin cos cos ,x ydx xdy      0 .

4
y  

20.9. 1 ,xy e x      1 .y e  

20.10. 
6 2 4( 1) ( 1) 0 ,x y dx y x dy   0 1.y  

 

Решить однородные дифференциальные уравнения: 

20.11. 

2 2

2
.

2

x y
y

x
     20.13. ln .

y
xy y

x
 

20.14.  
2 2 2(3 ) 0.x xy y dx x dy  20.15. 

2 22 .xy y y x  

 

Найти для заданных уравнений частные решения, которые удов-

летворяют указанным начальным условиям: 
 

20.16.  3 ln ln ,xy y y x
1

1 .y
e

 

20.17.  2 3 0 ,x y dx xdy  1 1.y  

20.18.  
2 2( ) 2 ,x y dx xydy  4 0 .y  

20.19.  
2 2( 3 ) 2 0,x y dx xydy  2 1.y  

 

Решить  линейные дифференциальные уравнения: 
 

20.20. 
2.

1

y
y x

x
 20.21. 3 .

y
y x

x
 

20.22. 
2 2( 4) 4 .y x xy x  20.23. .xxy y e  

20.24. tg ctg .y y x x  20.25. 
4

.y y x y
x

 

 

Найти для заданных уравнений частные решения, которые удов-

летворяют указанным начальным условиям: 
 

20.26. 
33 ,xy y xe  0 0 .y  

20.27. ln ln ,xy x y x  
2( ) 2ln2 .y e  
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21. Линейные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

21.1. Дифференциальные уравнения второго порядка 

 

Уравнение вида: 
 

( , , ', ") 0F x y y y                  (21.1) 

 

называется дифференциальным уравнением второго порядка.  

 Уравнение, разрешенное относительно производной, можно запи-

сать в виде: 
 

" ( , , ')y f x y y .               (21.2) 

 

Общим решением дифференциального уравнения второго по-

рядка  называют функцию: 

1 2( , , )y x C C ,               (21.3) 

 

которая зависит от аргумента x  и от двух произвольных постоянных ве-

личин 1C  и 2C . Если определить функцию y  явно невозможно, то ре-

шение в этом случае называют общим интегралом дифференциально-

го уравнения второго порядка: 
 

1 2, , , 0x y C C .                    (21.4) 

 

Частное решение (частный интеграл) находят из общего реше-

ния при произвольных значениях постоянных 1C  и 2C . Если к уравнению 

прилагаются начальные условия, то частное решение можно найти в со-

ответствии с этими условиями.  

Начальными условиями для дифференциального уравнения второ-

го порядка являются: 
 

0 0( )y x y ;        0 0'( ) 'y x y .              (21.5) 

 

Задача Коши. Найти частное решение дифференциального уравне-

ния (21.1) ( )y f x , которое удовлетворяет начальным условиям (21.5).  



 341 

Для поиска решения задачи Коши нужно сначала найти общее реше-

ние (21.3) или (21.4) и определить постоянные 1C , 2C  из начальных усло-

вий (21.5). 

Геометрический смысл начальных условий для дифференциаль-

ного уравнения второго порядка состоит в том, что, кроме точки 

0 0, 0( )M x y , через которую проходит интегральная кривая, мы задаем 

угловой коэффициент касательной '0y  к этой кривой в точке 0 0 0( , )M x y . 

Поскольку общее решение диференциального уравнения второго поряд-

ка зависит от двух произвольных постоянных, через данную точку про-

ходит множество интегральных кривых, и лишь одна из них имеет дан-

ный угловой коэффициент: 

0 0' tg '( )y y x . 

 

 Произвольные постоянные 1C  и 2C  получают из системы уравне-

ний: 

                         
0 0 1 2

0 0 1 2

( , , )

' '( , , )

y x C C

y x C C
.    (21.6)                      

 

Линейным однородным дифференциальным уравнением n -го 

порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида: 

 

( ) ( 1)
1 1 0 0n n

n na y a y a y a y ,               (21.7) 

где 0 1, ,..., na a a  – действительные числа.  

 

 Частным случаем однородного уравнения второго порядка являет-

ся: 

" ' 0y py qy ,                      (21.8) 

где p  и q  – постоянные коэффициенты.  

 

Линейным неоднородным уравнением второго порядка с по-

стоянными коэффициентами называется уравнение вида: 
 

" ' ( )y py qy f x ,                    (21.9) 

где p  и q  – постоянные коэффициенты.  
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21.2. Общее решение линейного однородного уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

Теорема 1. Если 1y y  – решение уравнения " ' 0y py qy , то 

и 1y Cy , где  C  – произвольная постоянная, тоже будет решением это-

го уравнения. 

Доказательство. 

По условию теоремы 1 1 1" ' 0y py qy . 

 

 Теперь подставим в уравнение (21.8) 1y Cy , получим: 

 

1 1 1 1 1 1" ' ( " ' ) 0Cy Cpy Cqy C y py qy , 

 

а это значит, что 1y Cy  также является решением уравнения (21.8). 

 

Теорема 2. Если 21 y,y  – решения уравнения " ' 0y py qy , то 

их сумма тоже является решением этого уравнения. 

Доказательство. 
 

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 2 2

( )" ( )' ( )

( ) ( ) 0

y y p y y q y y

y py qy y py qy
 

 

 То есть сумма 1 2y y y  также является решением уравнения.  

 

Два решения 21, yy  называются линейно независимыми на множест-

ве X , если их отношение не равно постоянному числу. В противоположном 

случае решения 21, yy  называются линейно зависимыми. 

 

Теорема 3. Если 21, yy  – независимые решения уравнения 

" ' 0y py qy , то 1 1 2 2y C y C y  есть общее решение уравнения.  

Доказательство. 

В соответствии с теоремами 1 и 2 следует, что 1 1 2 2y C y C y  яв-

ляется решением уравнения (21.8) и оно зависит от двух произвольных 

постоянных 1C , 2C . 
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Теорема 4. Если решения уравнения 21, yy  линейно зависимые, то  

решение 1 1 2 2y C y C y  не будет общим решением уравнения.  

Действительно, если 1 3 2y C y , то  
 

3 1 2 2 2 2 3 1 2 2( )y C C y C y y C C C Cy . 

 

Решение 2y Cy  является частным решением уравнения, потому 

что оно зависит от одной произвольной постоянной C . Таким образом, 

из теоремы 3 можно сделать вывод: чтобы найти общее решение урав-

нения (21.8), нужно найти два его линейно независимых решения 21, yy  

и тогда  1 1 2 2y C y C y   будет общим решением этого уравнения. 

Будем искать частное решение уравнения " ' 0y py qy  в виде 

показательной функции 
kxy e . Подставив в уравнение первую и вто-

рую производные частного решения и учитывая, что 0kxe , после уп-

рощения получим уравнение: 
 

2 0k pk q .               (21.10) 

 

Это уравнение относительно k  называется характеристическим 

уравнением данного однородного линейного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.  

Чтобы получить характеристическое уравнение, достаточно произ-

водные "y  , 'y  и функцию y  заменить на соответствующие степени вели-

чины k , рассматривая при этом функцию y  как производную нулевого по-

рядка. 

Решив характеристическое уравнение, найдем значения k : 
 

2

1,2
2 4

p p
k q .                      (21.11) 

Рассмотрим разные случаи решений характеристического уравне-

ния, от которых зависит вид частного решения: 

1. Если 0
4

2

q
p

, корни уравнения действительные и разные: 

1 2k k .  
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В этом случае 1
1

k xy e ; 
xkey 2

2 – линейно независимые решения 

уравнения. Частные решения уравнения 1y  и 2y  линейно независимы, 

потому что их соотношение не является постоянной величиной.  

Тогда в соответствии с теоремой 3 общее решение уравнения бу-

дет: 
 

1 2
1 2

k x k xy C e C e .                     (21.12) 

 

Пример 21.1. Найти общее решение дифференциального уравне-

ния: " ' 6 0y y y . 

Решение. 

Составим характеристическое уравнение: 
2 6 0k k . Это 

уравнение имеет разные действительные корни: 1 22; 3k k . Им со-

ответствуют два частных решения: 
2

1
xy e , 

3
2

xy e .  

Следовательно, общее решение имеет вид:  
 

2 3
1 2

x xy C e C e . 

 

2. Если 

2

0
4

p
q , то корни характеристического уравнения дей-

ствительны и равны: kkk 21 .  

В этом случае 1
kxy e  – частное решение  уравнения. Второе ча-

стное решение найдем в виде 2
kxy xe . Тогда в соответствии с теоре-

мой 3 общее решение уравнения будет: 
 

1 2 1 2( )kx kx kxy C e C xe e C C x .            (21.13) 

 

Пример 21.2. Найти общее решение уравнения: " 4 ' 4 0y y y . 

Решение. 

Запишем характеристическое уравнение этого дифференциально-

го уравнения: 
2 4 4 0k k . Его корни: 1 2 2k k . То есть уравнение 

имеет один двукратный действительный корень.  
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Ему соответствуют два частных решения уравнения: 
2

1
xy e , 

2
2

xy xe . Общее решение уравнения имеет вид: 
2

1 2( ) ( )xy x e C C x . 
 

3. Если 

2

0
4

p
q , то уравнение имеет комплексно-сопряженные  

корни: ik;ik 21 ,  где  
2

p
;  

2

4

p
q . 

 В этом случае частные решения уравнения имеют вид:  
 

1 cosxy e x ;     xsiney x
2 . 

 

 Тогда в соответствии с теоремой 3 общее решение уравнение бу-

дет:  

1 2( cos sin )axy e C x C x .                 (21.14) 

 

Пример 21.3. Найти общее решение уравнения: " 2 ' 10 0y y y . 

Решение. 

Запишем характеристическое уравнение: 
2 2 10 0k k . Оно 

имеет комплексные корни: 1,2 1 3k i . То есть 1; 3 . Этим 

корням соответствуют два частных решения: 
 

1 cos3xy e x  и   2 sin3xy e x . 
 

Общее решение уравнения имеет вид:  

1 2( ) ( cos3 sin3 )xy x e C x C x . 

 

21.3. Структура общего решения неоднородного  

дифференциального уравнения второго порядка.  

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с правыми частями специального типа 

 

 Теорема. Общее решение линейного неоднородного уравнения 

второго порядка находится по формуле: 
 

yyxy ~ ,                    (21.15) 
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где  y  – общее решение однородного дифференциального уравнения;  

 y~  – частное решение, определенное видом правой части неодно-

родного уравнения, то есть функции ( )f x . 
 

Доказательство.  

Пусть 1 1 2 2y C y C y  –  общее решение  соответствующего од-

нородного уравнения, а y~  – некоторое частное решение того же урав-

нения, но с правой частью. 

Таким образом: 
 

" ' 0y py qy    и   " ' ( )y py qy f x   .   (21.16) 

 

Сложив почленно уравнения (21.16) и учитывая, что производная 

суммы равна сумме производных, получим; 
 

( )" ( )' ( ) ( )y y p y y q y y f x   .        (21.17) 

 

Отсюда видно, что функция ( )y x y y  будет решением неодно-

родного дифференциального уравнения. Это решение является общим, 

поскольку в него входит две независимые произвольные постоянные 1C  

и 2C . 

Теорема доказана. 
 

Таким образом, чтобы найти общее решение неоднородного диф-

ференциального уравнения нужно: 

1) найти общее решение y  соответствующего однородного уравне-

ния; 

2) найти любое частное решение y  неоднородного уравнения; 

3) найденные решения сложить, найденная сумма и будет общим 

решением неоднородного уравнения. 
 

Рассмотрим несколько случаев нахождения частных решений не-

однородного дифференциального уравнения со специальными правыми 

частями. 

1. Пусть в правой части уравнения функция ( ) ( ) x
nf x P x e , где 

( )nP x  – многочлен n-й степени.  
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В этом случае возможны такие ситуации: 

а) число  не является корнем характеристического уравнения. 

Тогда частное решение находится в виде: 
 

1
0 1( ) ( ... )x n n x

n ny Q x e A x A x A e ,        (21.18) 

где ( )nQ x  – полный многочлен той же степени, что и ( )nP x . Коэффи-

циенты этого многочлена неизвестны и находятся при подстановке ре-

шения в неоднородное уравнение в результате приравнивания коэффи-

циентов, которые стоят при одинаковых степенях x  в левой и правой 

частях уравнения (21.9). В этом заключается суть метода неопределен-

ных коэффициентов; 
 

б) число  совпадает с одним из корней характеристического уравне-

ния: 1 2k k . 

Тогда частное решение находится в виде: 
 

( ) x
ny xQ x e ;                    (21.19) 

 

в) число  совпадает с двукратным корнем характеристического 

уравнения: 1 2k k . 

Тогда частное решение находится в виде: 
 

2 ( ) x
ny x Q x e .                 (21.20) 

 

Пример 21.4. Найти решение дифференциального уравнения  

2" 2 ' 3 xy y y e , 

которое удовлетворяет начальным условиям: (0) 1/3y ; ' (0) 0y . 

  

 Решение.  

Определим общее решение данного дифференциального уравне-

ния. Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение, по-

этому его общее решение состоит из общего решения соответствующе-

го однородного уравнения и любого частного решения неоднородного 

уравнения.  

Найдем общее решение однородного уравнения: " 2 ' 3 0y y y . 
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Составим его характеристическое уравнение:  
2 2 3 0k k . 

Это уравнение имеет разные действительные корни: 1 1k ; 

2 3k , которым соответствуют два частных решения однородного 

уравнения: 1
xy e  и 

3
2

xy e .  

Общее решение однородного уравнения имеет вид: 
 

3
1 2

x xy C e C e . 

 

Для нахождения частного решения неоднородного уравнения при-

меним метод неопределенных коэффициентов. Будем искать частное 

решение неоднородного уравнения в виде: 
2xy Ae .  

Для нахождения неизвестного коэффициента A подставим функ-

цию 
2xy Ae  и ее производные: 

2' 2 xy Ae  и 
2" 4 xy Ae  в исходное 

неоднородное уравнение.  

Имеем:  

2 2 2 24 4 3x x x xAe Ae Ae e , откуда 1/3A . 

 

Таким образом, общее решение неоднородного уравнения запи-

шется так: 

3 2
1 2( ) 1/3x x xy x y y C e C e e . 

 

Найдем частное решение неоднородного уравнения при начальных 

условиях: (0) 1/3y ; ' (0) 0y . 

 Подставим: 0x , 1/3y , ' 0y  в выражения для y  и 'y . 

Если 
3 2

1 2' 3 2/3x x xy C e C e e , то получим: 

 

1 2

1 2

1/3 1/3

0 3 2/3

C C

C C
 ,    или     

1 2

1 2

0

3 2/3

C C

Ñ Ñ
. 

 

Откуда: 1 1/6C , 2 1/6C . 

Тогда искомое частное решение: 
 

3 2( ) 1/6 1/6 1/3x x xy x e e e . 
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Если правая часть уравнения " ' ( )y py qy f x  имеет вид: 

1 2( ) ( ) ( )f x f x f x , то частное решение этого уравнения может быть 

найдено, как сумма частных решений уравнений: 
 

1 1 1 1" ' ( )y py qy f x    

и 

2 2 2 2" ' ( )y py qy f x   . 

То есть                         

21
~~~ yyy . 

 

Пример 21.5. Найти общее решение уравнения: 
 

" 6 ' 9 3 8 xy y y x e . 

Решение. 

Записав характеристическое уравнение: 
2 6 9 0k k , находим 

его корни: 1 2 3k k . Общее решение соответствующего однородного 

уравнения имеет вид: 

3 3
1 2

x xy C e C xe . 

 

Правая часть данного уравнения является суммой: 
 

1 2( ) ( ) ( )f x f x f x , 

где 1( ) 3f x x , 2( ) 8 xf x e . 
 

Следовательно частное решение  21
~~~ yyy , а именно: 

xy Ax B Ce . 

Взяв первую и вторую производные от функции y   и подставив их 

и саму функцию в исходное уравнение, получим: 
 

6( ) 9( ) 3 8x x x xCe A Ce Ax B Ce x e . 

 

Приравняем коэффициенты у подобных членов обеих частей полу-

ченного соотношения.  

Получим систему линейных уравнений относительно неизвестных 

коэффициентов: 
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9 3

4 8

9 6 0

A

C

B A

, 

 

решением которой являются:  
 

3/1A , 2C , 2/9B . 

 Следовательно, 1/3 2/9 2 xy x e .  

 

 Таким образом, общее решение имеет вид: 
 

3 3
1 2 1/3 2/9 2x x xy C e C xe x e . 

 

2. Рассмотрим уравнение, которое имеет в правой части: 
 

( ) ( cos sin )xf x e a x b x ,                  (21.22) 

где ba,  – постоянные.  
 

 При таком виде функции ( )f x  могут быть два случая: 

а) i  не являются корнями характеристического уравнения. 

 Тогда частное решение имеет вид: 
 

( cos sin )xy e A x B x ,             (21.23) 

где BA,  определяются в результате приравнивания коэффициентов 

при cos x  и sin x  в левой и правой частях уравнения (21.9) при под-

становке в это уравнение частного решения y  и его первой и второй 

производных; 
 

б) i  совпадают с корнями характеристического уравнения. В 

этом случае: 

( cos sin )xy e x A x B x .            (21.24) 

 

 

При нахождении частного решения линейного неоднородного 

уравнения предлагаем пользоваться табл. 21.1. 
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Таблица 21.1 

Частные решения неоднородного уравнения 
 

 

Правая часть уравнения 

ay by cy f x  

Корни характеристического 

уравнения 

2 0ak bk c  

Вид частного решения   

 

,nf x P x  

где nP x  – многочлен 

степени n  

а) число 0 не является кор-

нем характеристического 

уравнения 

*
ny Q x  

nQ x  – многочлен 

степени n  с неопреде-

ленными коэффициен-

тами 

б) число 0 является корнем 

кратности r  характеристи-

ческого уравнения  

* r
ny x Q x  

x
nf x e P x  

а) число  не является кор-

нем характеристического 

уравнения 

* x
ny e Q x  

б) число  является кор-

нем кратности r  характе-

ристического уравнения  

* r x
ny x e Q x  

cos

sin

n

n

f x P x x

Q x x
 

а) число i  не является 

корнем характеристическо-

го уравнения 

* cos

sin ,

n

n

y U x x

V x x
 

где nU x  и nV x  – 

многочлены с неопреде-

ленными коэффициентами 

б) число i  является кор-

нем характеристического 

уравнения  

* cos

sin

n

n

y x U x x

V x x
 

cos

sin

x
n

n

f x e P x x

Q x
 

а) число i  не явля-

ется корнем характеристи-

ческого уравнения 

* cos

sin

x
n

n

y e U x x

V x x
 

 

б) число i  является 

корнем характеристическо-

го уравнения  

* cos

sin

x
n

n

y e x U x x

V x x
 

 

Пример 21.6. Найти решение уравнения 9 cos3y y x . 
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Решение.  

Имеем неоднородное уравнение. Составим характеристическое 

уравнение, которое соответствует однородному уравнению: 
 

2 9 0k . 
 

Его корни 1,2 3k i .  

По формуле общее решение однородного уравнения имеет вид: 
 

1 2cos3 sin3y C x C x . 

 

Частное решение неоднородного уравнения будем искать в виде: 
 

cos3 sin3y x A x B x , 

потому что i , где 0, а 3, то есть 3i  совпадает с корнем ха-

рактеристического уравнения.  

 Для нахождения BA,  подставляем  y , y , y   в уравнение, где 

cos3 sin3 3 sin3 3 cos3y A x B x x A x B x ; 

3 sin3 3 cos3 3 sin3 3 cos3

9 cos3 9 sin3

6 sin3 6 cos3 9 cos3 9 sin3 .

y A x B x A x B x

x A x B x

A x B x x A x B x



 

 

 Получаем тождество, когда решение подставляем в уравнение, а 

именно: 

6 sin3 6 cos3 9 cos3 9 sin3

9 cos3 sin3 cos3 .

A x B x x A x B x

x A x B x x
 

Тогда 

6 sin3 6 cos3 cos3A x B x x . 
 

Приравниваем коэффициенты при cos3x  и sin3x  слева и справа. 

Следовательно, имеем систему уравнений для нахождения BA, . 
 

cos3 6 1

sin3 6 0

x B

x A
. 
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 Откуда 0A , 
6

1
B  .  Тогда 

1
sin3

6
y x x .  

 Таким образом, общее решение неоднородного уравнения: 
 

1 2cos3 sin3 sin3
6

x
y C x C x x . 

 

 Пример 21.7. Найти решение уравнения  

2 2 cos sinxy y xe x x . 

 Решение.  

Данное уравнение является неоднородным. Сначала найдем общее 

решение однородного уравнения.  

Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

2 2 0k ,  1 2k ,  2 2k . 

Общее решение однородного уравнения: 
2 2

1 2
x xy C e C e . 

 Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде 

(см. табл. 21.1):  cos sinxy e Ax B x Cx D x . 

 

 Для нахождения , , ,A B C D  в данное уравнение подставляем  y , 

y , y , где  

cos sin .xy e Ax B A Cx D x Cx D Ax B C x  

2 2 2 2 cos 2 2 2 2 sin .xy e Cx A C D x Ax A B C x  

 Имеем тождество:  

  

2 cos sin

2 cos sin 2 cos sin .

x

x x

e Cx A C D x Ax A B C x

e Ax B x Cx D x xe x x
 

 Или   

cos

sin cos sin ;

Cx A C D Ax B x

Ax A B C Cx D x x x x
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cos

sin cos sin .

C A x A B C D x

A C x A B D C x x x x
 

 

Таким образом неопределенные коэффициенты A,B,C,D удовле-

творяют системе линейных уравнений, которая получена из последнего 

выражения сравнением коэффициентов у подобных членов обеих час-

тей полученного соотношения: 
 

cos 1

cos 0

sin 1

sin 0

x x C A

x A B C D

x x A C

x A B C D

. 

 

Добавляя к первому уравнению третье, имеем 0A . Тогда из пер-

вого уравнения получаем 1C .  

Дальше второе и четвертое принимают такой вид:  
 

1

1

B D

B D
. 

 Откуда 1B , а 0D . 

 Следовательно, частное решение неоднородного уравнения: 
 

cos sinxy e x x x , 

 

а общее решение данного уравнения: 
 

2 2
1 2 cos sinx x xy C e C e e x x x . 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Что называется линейным дифференциальным уравнением вто-

рого порядка? 

2. Какое уравнение называется однородным? 

3. Какой вид имеет линейное однородное дифференциальное 

уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами? 
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4. Как составляется характеристическое уравнение? 

5. Как записать общее решение однородного уравнения? 

6. Сформулировать теорему об общем решении линейного неод-

нородного уравнения. 

7. Какой общий вид линейного неоднородного уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами? 

8. Какая структура общего решения неоднородного уравнения? 

9. Как найти частное решение неоднородного уравнения? 

10. Как найти частное решение неоднородного уравнения, если 

правая часть 1 2f x f x f x ? 

 

Упражнения 
 

 Найти общие решения уравнений: 
 

21.1. 2 0 .y y y  21.2. 9 0 .y y  

21.3. 3 2 8 0 .y y y  21.4. 3 0 .y y  

21.5. 4 4 0 .y y y  21.6. 4 0 .y y  

 

 Найти частные решения уравнений при указанных начальных ус-

ловиях: 
 

21.7. 2 0 ,y y y  0 1 ,y  0 1.y  

21.8. 5 6 0 .y y y  0 1 ,y  0 2 .y  
 

Найти общие решения уравнений: 
 

21.9. 8 7 14 .y y y  21.10. 
24 4 .y y y x  

21.11. 2 3 .xy y xe  21.12. 2 5 29cos .y y x  

21.13. 2 cos 3sin .y y y x x  21.14. 4 sin .y y x  

Найти решения уравнения, которые удовлетворяют начальным 

условиям: 
 

21.15. 
24 ,xy y e  0 1 ,y  0 1.y  

21.16. 
22 ( 3) ,xy y e x x  0 2 ,y  0 2.y  

21.17. 2 10 74sin3 ,y y y x  0 6 ,y  0 3 .y  
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Указать вид частных решений таких уравнений: 
 

21.18. 
5 210 25 (1 ) .xy y y e x  

21.19. 2 sin .xy y y x e  

 

 

22. Числовые ряды  

 

22.1. Частичные суммы ряда. Необходимое условие 

сходимости ряда 

 

 Пусть задана числовая последовательность  , 1 ,2, 3, ...nu n . 

 Выражение вида: 
 

1 2 3
1

n n
n

u u u u u             (22.1) 

 

называется числовым рядом.  

 Числа nuuuu ...,,,, 321 имеют название членов ряда, nu  называется 

общим членом ряда.  

 Числовой ряд считаем заданным если известна формула общего 

члена ряда, или некоторое правило, по которому можно найти произ-

вольный член ряда. 

 

Пример 22.1. Задан общий член ряда. Записать ряд в виде суммы 

его членов. 

а)  
1 1

( 1)
2

n
n n

u .                     (22.2) 

Решение. 

Подставим в общий член ряда (22.2) последовательно 1,2,...n    

Запишем ряд в виде:  
1 1

1

1 1 1 1
( 1) ( 1)

2 42 2

n n

n n
n

; 

 

б)  2n
nu .                         (22.3) 
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Подставим в общий член ряда (22.3) последовательно 1,2,...n  

Запишем ряд в виде:  
1

2 2 4 2n n

n

; 

в) 
1( 1)n

nu .                               (22.4) 

При 1,2,...n  ряд имеет вид: 
1 1

1

( 1) 1 1 ( 1)n n

n
; 

г) 
1

1
nu

n n
.                         (22.5) 

Соответствующий ряд имеет вид: 
 

1

1 1 1 1

1 1 2 2 3 1n n n n n
  

 

В приведенных примерах ряды были записаны, если известна фор-

мула общего члена ряда. Иногда по нескольким членам ряда предлагает-

ся найти общий член ряда.  
 

Пример 22.2. Написать формулу общего члена ряда:  
 

1 1 1 1
...

1 7 3 9 5 11 7 13
 

Решение. 

Каждый член ряда в числителе имеет 1, а в знаменателе – нечет-

ные числа, а именно: второй множитель на шесть единиц больше перво-

го. Учтем, что знаки членов ряда чередуются, поэтому:  
 

1 1
( 1)

(2 1)(2 5)

n
nu

n n
. 

 

Сумма n  первых членов ряда называется частичной суммой ря-

да.  

То есть 

1 1S u , 2 1 2S u u , 3 1 2 3S u u u ,…, 

 

1 2 3 ...n nS u u u u ,… 
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  Последовательность частичных сумм может иметь конечный пре-

дел, бесконечный предел или не иметь предела вообще. 

Числовой ряд называется сходящимся, если последовательность 

его частичных сумм сходится, то есть существует конечный предел: 
 

lim n
n

S S .                              (22.6) 

 

Число S  называется суммой ряда.  

Ряд называется расходящимся, если предел nS  не существует, 

или же он равен бесконечности. 

Если ряд сходится и его сумма равна S , то записывают: 
 

1 1

lim
n

n i
nn i

S u u .                   (22.7) 

 

Пример 22.3. Исследовать ряд на сходимость  
 

1

2 2 4 2n n

n
. 

Решение. 

Найдем сумму n  первых членов данного ряда 2 4 2n
. 

По формуле суммы n  членов арифметической прогрессии имеем: 
 

1

2
n

n

u u
S n , тогда

1lim lim
2

n
n

n n

u u
S n , 

 

то есть ряд расходится. 
 

Пример 22.4. Исследовать ряд на сходимость 
 

1

1 1 1 1

1 1 2 2 3 1n n n n n
 . 

Решение. 

Очевидно, что общий член ряда можно записать так: 
 

1

1
nu

n n
=

1 1

1n n
, 
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тогда  

1 1 1 1 1 1
1 1

2 3 4 1 1
nS

n n n
 , 

и 

1
lim lim 1 1

1
n

n n
S

n
, 

то есть ряд сходится. 
 

Пример 22.5. Исследовать на сходимость ряд  
 

1 1

1

( 1) 1 1 ( 1)n n

n
 

Решение. 

Последовательность частичных сумм этого ряда: 
 

1 1S , 2 0S , 3 1S , 4 0S , ... 
 

В данном примере последовательность частичных сумм ограниче-

на, но не имеет предела, следовательно, этот ряд расходится. 
 

Ряд геометрической прогрессии 

Рассмотрим бесконечную геометрическую прогрессию с общим 

членом: 
1 1,2,n

na a q n   и соответствующий числовой ряд: 

....aq...aqaqaqa n

n

n 12

1

1
    (22.8) 

 

   Частичная сумма такого ряда имеет вид:    
 

1

n

n

a aq
S

q
.             (22.9) 

 

   Возьмем предел этого соотношения: 
 

1
lim lim lim lim

1 1 1

n
n

n
n n n n

a aq a
S q

q q q
. 
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В зависимости от числового значения знаменателя прогрессии ча-

стичная сумма nS  при n  будет сходящейся или расходящейся.  

Рассмотрим возможные случаи: 

1) 1q . Предел частичной суммы ряды при  n  существует, 

то есть:  

lim
1

n
n

a
S S

q
,    так как    lim 0n

n
q . 

 

Следовательно ряд, построенный из членов бесконечно убываю-

щей геометрической прогрессии сходится; 

2) 1q . Предел частичной суммы ряда при n  бесконечный, то 

есть: 

lim n
n

S ,    так как  lim n

n
q . 

 

Следовательно, ряд  расходится; 

3) 1q . В этом случае частичная сумма ряда может быть вычис-

лена таким образом:  

nS a a a na .  

 

Следовательно, lim n
n

S , то есть ряд расходится; 

4) 1q . Частичную сумму ряда можно вычислить таким образом: 
 

nS a a a a a a . 

    

  Следовательно, 0nS ,   если n  – четное,  nS a ,  если n  – не-

четное. То есть lim n
n

S  не существует, а это значит, что ряд расходится.  

  Итак, ряд сходится при 1q  и расходится при 1q . 

Гармонический ряд 

Исследуем сходимость ряда с общим членом:  
 

1

1 1 1 1
1

2 3n n n
.        (22.10) 
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Этот ряд называется гармоническим. Запишем этот ряд более детально: 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ( ) ( ) ( )

2 3 4 5 6 7 8 9 16
 . 

 

Сравним данный ряд с рядом вида: 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ( ) ( ) ( )

2 4 4 8 8 8 8 16 16
 . 

 

Для всех 2n  имеет место соотношение:  
1 2

n nS S . 

Вычислим  n-ю частичную сумму, где 2n k  (k  – число скобок в 

частичной сумме) вспомогательного ряда: 
(2)
2

1
1

2
kS k . 

Если k , то 
(2)
2lim k

k
S . То есть ряд расходится.  

Так как  
1 2

n nS S , то 
(1)lim n

n

S . Следовательно, гармонический 

ряд (22.10) является рядом расходящимся. 
 

Ряд, который получен из данного отбрасыванием первых n  членов 
 

nR = 1 2
1

... ...n i n n n m
i

u u u u ,                 (22.11) 

называется n-м остатком ряда.  
 

    У остатка первым членом является 1n  член исходного ряда. 

 

Теорема 1. Если ряд (22.1) сходится, то сходится и его остаток и, 

наоборот, если сходится остаток ряда, то сходится и данный ряд. 

Следствие. Сходимость или расходимость ряда не нарушается, 

если изъять из него или прибавить к этому ряду конечное число членов. 

Теорема 2. Если ряд  сходится, то сходится и ряд, который полу-

чен из данного умножением на постоянное число. 

Теорема 3. Если ряды с общими членами nu  и nv  сходящиеся и 

1
n

n

u A, а 
1

n
n

v B , 
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то для любых чисел  и  ряд с общим членом: n nu v  сходится, а 

его сумма равна: 

1
n n

n

u v A B . 

Теорема (необходимый признак сходимости). Если ряд 
1

n
n

u  схо-

дится, то предел общего члена ряда при n  равен 0, то есть: 
 

lim 0n
n

u . 

Доказательство. 

Пусть ряд 
1

n
n

u  сходится и его сумма равна S . Поскольку 

1 2n nS u u u , то можно записать, что 1n n nu S S . Возьмем 

предел этого соотношения: 
 

1 1lim lim lim lim 0n n n n n
n n n n

u S S S S S S . 

 

Теорема доказана. 
 

Нужно иметь в виду, что когда необходимое условие не выполня-

ется, то исследуемый ряд является расходящимся.  

То есть условие lim 0n
n

u  является достаточным признаком 

расходимости числового ряда. Действительно, если ряд сходится, то 

предел общего члена этого ряда равен нулю. Таким образом, ряд рас-

ходится. Следовательно, если необходимый признак выполняется, то 

это не значит, что соответствующий ряд сходится. То есть вопрос оста-

ется открытым и нуждается в дальнейшем исследовании.  
 

Пример 22.6. Исследовать на сходимость ряды: 

а) 
1

2 1

5 3n

n

n
. 

Решение.  

Найдем предел общего члена ряда: 
2 1 2

lim lim 0
5 3 5

n
n n

n
u

n
,  
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то есть необходимый признак не выполняется и ряд расходится; 
 

б) 1
1

1 1
(2 3 )

3 2n n
n

. 

Решение.  

Общий член этого ряда имеет вид: 
1 1 1 1

2 6 2 6
3 23 2

n n

n n . 

Рассмотрим вспомогательные ряды: 1/3
n

nu  и (1/2)n
nv . 

Каждый из этих рядов с общими членами nu  и nv  сходится, поскольку 

эти ряды образуются бесконечными убывающими геометрическими про-

грессиями (22.8).  

В результате применения теоремы 3 исследуемый ряд сходится и 

его сумма равна сумме первого и второго вспомогательных рядов. 

 

22.2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными 

членами: признак сравнения, Даламбера, Коши, интегральный  

признак Маклорена – Коши 

 

Ряды, члены которых не изменяют знаки в зависимости от n  (но-

мера), называют знакопостоянными.  

Ряд 
1

n
n

u  называется знакоположительным, если все члены дан-

ного ряда  0nu . 

 

Признак сравнения 

Рассмотрим ряды, члены которых не изменяют знаки в зависимо-

сти от его номера  n . Допустим, что члены ряда 0nu . 

 

Теорема. Пусть имеем два знакоположительных ряда: 
 

1 2
1

n n
n

u u u u                        (22.12) 

1 2
1

n n
n

v v v v                       (22.13) 
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  Если для всех членов этих рядов выполняются неравенства:  
 

n nu v ,                                (22.14) 

 

то из сходимости ряда с общим членом nv  вытекает сходимость ряда 

nu , а из расходимости ряда с общим членом nu  вытекает расходимость 

ряда с общим членом nv . Считаем, что неравенство (22.14) выполняет-

ся с 1n , иначе конечное число членов ряда можно отбросить. 

Доказательство. 

Рассмотрим частичные суммы рядов: 
 

1

n

n i
i

S u ,      
1

n

n i
i

v . 

 

     Из условия n nu v  следует, что n nS . Докажем, что из сходи-

мости ряда с nv  вытекает сходимость ряда с nu . Поскольку lim n
n

 

существует, то S . Мы имеем последовательность частичных сумм 

nS , которая с ростом n  монотонно возрастает и ограничена сверху. По 

теореме Вейерштрасса она имеет предел, то есть существует lim n
n

S S . 

Следовательно, ряд с общим членом nu  сходится. Первая часть теоремы 

доказана.  

Докажем вторую ее часть, то есть если ряд с nu  расходится, то и 

ряд с nv  также расходится. По условию n nu v , S , а частичные 

суммы ряда (22.12)  монотонно  возрастают ( 0nu )  и  не имеют  конеч-

ного  предела, то lim n
n

S . Тогда lim n
n

, то есть ряд с nv  расхо-

дится. Теорема доказана. 

Отметим, что применяя признак сравнения, можно использовать 

ряд бесконечной убывающей геометрической прогрессии (22.8) как при-

мер сходящегося ряда и гармонический ряд (22.10) как пример расхо-

дящегося ряда. 

При решении задач чаще используется признак сравнения рядов в 

предельной форме, а именно: если существует конечный и отличающийся 

от нуля предел: 
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lim n

n
n

u
k

v
      (0 )k ,                    (22.15)  

 

то оба ряда сходятся или расходятся одновременно.  

    Действительно, если начиная с некоторого номера выполняется 

условие (22.15), то для любого 0 ( ) ( )n n nk v u k v  и к ря-

ду с общим членом nu  можно применить признак сравнения. 

 

Пример 22.7. Исследовать на сходимость ряд 
1

1 1

1 3n
n n

. 

Решение. 

Запишем очевидное неравенство: 3 1 3n nn , которое имеет 

место при 1n .  

Перейдем к обратному неравенству: 
1 1

( 1)3 3n nn
.  

Рассмотрим два ряда: 
1

( 1)3
n n

u
n

 и 
1

3
n n

v .  

Ряд с общим членом nv  сходится как бесконечная геометрическая 

прогрессия со знаменателем меньше единицы.  

Следовательно, по признаку сравнения сходится и ряд с общим 

членом nu .  

Пример 22.8. Исследовать на сходимость ряд 2
1

2 1

3 5n

n

n
.  

Решение. 

Для сравнения возьмем ряд с общим членом  
1

nv
n

.   

Тогда 2

(2 1) 2
lim lim

55 3
n

n n
n

u n n

v n
, следовательно ряды ведут себя 

одинаково, а именно данный ряд расходится, потому что ряд 
1

nv
n

 расхо-

дится как гармонический. 
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Признак Даламбера 

Теорема. Пусть для ряда с знакоположительными членами 0nu  

существует предел: 
 

1lim n

n
n

u
l

u
,                            (22.16) 

тогда:   

1) если 1l , ряд сходится; 

2) если 1l , ряд расходится; 

3) если 1l , признак не дает ответ. 

Доказательство.  

Пусть 1l . Из определения предела для любого положительного  

0 существует такое N , что при n N  будет верным неравенство:  
 

1n

n

u
l l

u
. 

Обозначим l r  и выберем  таким, чтобы r  оставалось ме-

ньшим 1.  

Тогда: 

1N

N

u
r

u
, 

2

1

,N

N

u
r

u
  

3

2

,N

N

u
r

u
 

 

     Отсюда имеем: 

1N Nu r u ; 

2
2 1N N Nu r u r u ; 

3
3 2N N Nu r u r u ; 

……………………………. 

     Построим ряд:     

1 2 3
1

N N N i
i N

u u u u , 

который является N -м остатком исследуемого ряда. Члены этого остат-

ка меньше соответствующих членов бесконечно убывающей геометри-

ческой прогрессии: 

2 3
N N Nru r u r u   
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По признаку сравнения ряд, который является N -м остатком исс-

ледуемого ряда, сходится. Следовательно, сходится и данный ряд. 

Пусть 1r , тогда 0  можно взять настолько малым, что 

l r  будет также больше 1. При достаточно больших n , будем 

иметь: 

1 1n

n

u

u
,  или  1n nu u . 

 

В  этом  случае  каждый  следующий  член  ряда  будет  больше  

предыдущего и, так как все они неотрицательны, не может выполняться 

необходимое условие сходимости ряда. Следовательно, при 1l  ряд рас-

ходится. Теорема доказана. 
 

Пример 22.9. Исследовать на сходимость ряд 
13n

n

n
. 

Решение. 

Обозначим 
nn

n
u

3
, тогда 1 1

1

3
n n

n
u .  

Найдем отношение следующего члена ряда к предыдущему:  

1
1

( 1)3 ( 1)

33

n
n

n
n

u n n

u nn
 

и возьмем его предел.  

Получим:        
1 1 1

lim lim 1
3 3

n

n n
n

u n

u n
. 

 

Таким образом, по признаку Даламбера ряд сходится. 

Пример 22.10. Исследовать на сходимость ряд 
1

2

!

n

n n
. 

Решение. 

2

!

n

nu
n

, 

1

1

2

( 1)!

n

nu
n

. 

    Запишем отношение 

1
1 2 ! 2

12 ( 1)!

n
n

n
n

u n

u nn
 и найдем его предел:  
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1
1 2 ! 2

lim lim lim 0 1
12 ( 1)!

n
n

nn n n
n

u n

u nn
. 

   Таким образом, по признаку Даламбера ряд сходится. 
 

Пример 22.11. Исследовать на сходимость ряд 
1

!

5n
n

n
. 

Решение. 

Обозначим 
!

5
n n

n
u , тогда 1 1

( 1)!

5
n n

n
u .  

Найдем отношение 
1

1

( 1)!5 ( 1)

5!5

n
n

n
n

u n n

u n
 и возьмем его пре-

дел: 

1lim n

n
n

u

u

( 1)
lim 1

5n

n
, 

 

то есть по признаку Даламбера ряд расходится. 
 

Радикальный признак Коши 

Теорема. Пусть для знакоположительного ряда 0nu  существует 

предел:              

 lim n
n

n
u l ,                                (22.17) 

тогда: 

1) если 1l , ряд сходится; 

2) если 1l , ряд расходится; 

3) если 1l , признак Коши не дает ответ о сходимости ряда. 

Пример 22.12. Исследовать на сходимость ряд 
1

3 1

5 3

n

n

n

n
. 

Решение. 

Соответственно признаку Коши:  
 

3 1 3
lim lim 1

5 3 5
n

n
n n

n
u

n
, 

 

следовательно ряд сходится. 
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Пример 22.13. Исследовать на сходимость ряд 

2

1

3 1

2 3

n

n

n

n
. 

Решение. 

В соответствии с признаком Коши:  
 

3 1 3
lim lim 1

2 3 2

n

n
n

n n

n
u

n
, то есть ряд расходится. 

 

Интегральный признак Маклорена – Коши 

Теорема. Пусть 
1

n
n

u  знакоположительный ряд, члены которого 

не возрастают, то есть 1 2 3 nu u u u , и пусть f x  – непре-

рывная функция, такая что: 11f u , 22 , , nf u f n u . 

   Тогда:  если несобственный интеграл 
1

f x dx  сходится, то схо-

дится и ряд 
1

n
n

u ; если несобственный интеграл 
1

f x dx  расходится, то 

расходится и ряд 
1

n
n

u . 

Пример 22.14. Исследовать на сходимость ряд: 
1

1
s

n n
, 

( )s const s R . 

Решение. 

Этот ряд называют рядом Дирихле, или обобщенным гармониче-

ским рядом.  

Для исследования ряда на сходимость применим интегральный 

признак Коши.  

Вычислим интеграл:  
1 1

lim
t

s st

dx dx

x x
 

1 1

1

1/( 1), 11 1 1
lim lim

, 11 1 1

ts s

t t

s s
x t

ss s s
. 
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   Если 1s  данный интеграл является расходящимся.  

   Действительно, 
1

1

ln
dx

x
x

. 

Следовательно, ряд Дирихле сходящийся при 1s  и расходящий-

ся при 1s .  

При 1s  ряд Дирихле называют гармоническим рядом: 
 

1

1 1 1 1
1

2 3n n n
 

 

Отметим, что ряд Дирихле, как и гармонический ряд, используют в 

признаке сравнения рядов как эталонный ряд, то есть ряд, о котором из-

вестно, сходится он или расходится. 
 

Пример 22.15. Исследовать на сходимость ряд 2
1

1

( 1)ln ( 1)n n n
. 

Решение. 

Используем интегральный признак Коши.  

Пусть 2

1
( )

( 1)ln ( 1)
f x

x x
.  

Тогда 

2
1 1

1 1

ln( 1) ln2( 1)ln ( 1)

dx

xx x
. 

 

     Таким образом, несобственный интеграл сходится. Следова-

тельно, сходится и соответствующий ряд. 

 

22.3. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная  

сходимость рядов 

 

Знакопеременным называется ряд, членами которого являются 

вещественные числа произвольного знака. 

Достаточный признак сходимости знакопеременного ряда базируется 

на исследовании ряда, который составлен из абсолютных величин членов 

исходного ряда. 
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Теорема (достаточный признак сходимости знакопеременного ря-

да). Пусть имеем знакопеременный ряд: 
 

1 2 nu u u ,                     (22.18) 
 

который является таким, что ряд, образованный из абсолютных величин 

его членов: 

1 2 nu u u ,                      (22.19) 

 

сходится. Тогда сходится и исходный ряд. 

Доказательство. 

Обозначим n-ю частичную сумму знакопеременного ряда как 
(1)
nS . 

 Тогда 
(1) (1) (1)
n n nS S S , где 

(1)
nS  – сумма всех положительных чле-

нов, а 
(1)
nS  – сумма абсолютных величин отрицательных членов части-

чной  суммы (1)
nS . Тогда n -я частичная сумма ряда, который составлен 

из абсолютных величин членов данного ряда, будет: 
(2) (1) (1)
n n nS S S .  

По условию теоремы 
(2)lim n

n
S S  существует, то есть существуют 

пределы 
(1)
nS  и 

(1)
nS : 

(1) (1) (1)lim lim limn n n
n n n

S S S .  

Таким образом, данный знакопеременный ряд сходится. 

    Теорема доказана. 
 

Этот признак является достаточным признаком сходимости, но не 

является необходимым. Существуют сходящиеся знакопеременные ря-

ды, для которых ряды, которые составлены из абсолютных величин 

членов исходного ряда, являются расходящимися.  

Знакопеременный ряд 
1

n
n

u  называется абсолютно сходящимся, 

если сходится ряд, составленный из абсолютных величин его членов: 

1
n

n

u .  

Если данный ряд сходится, а ряд, составленный из абсолютных 

величин его членов, расходится, то он называется условно сходящим-

ся. 
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Признаки абсолютной сходимости знакопеременного ряда являют-

ся такими же, как и для сходимости ряда с положительными членами. 

Поэтому для исследования сходимости этого ряда можно использовать 

признаки сравнения, признак Даламбера или Коши.  

Возникает вопрос, как исследовать сходимость знакопеременного 

ряда, который имеет бесконечное множество как положительных, так и 

отрицательных членов. В этом случае используем теорему, которая яв-

ляется признаком абсолютной сходимости ряда. С ее помощью иссле-

дование сходимости знакопеременного ряда сводится к исследованию 

знакоположительного ряда. 

Пример 22.16. Исследовать на сходимость ряд 4
1

sin

n

n

n
, где  

произвольное вещественное число.  

Решение. 

Поскольку sin 1n , то 4 4

1 1
sinn

n n
. В правой части нера-

венства имеем общий член ряда Дирихле, для которого 4s . Этот ряд 

сходится.  

Следовательно, по признаку сравнения рядов, ряд, который обра-

зован из модулей членов исследуемого ряда, сходится.  

Таким образом, исследуемый ряд сходится абсолютно. 

 

22.4. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница 
 

Частным случаем знакопеременного ряда является ряд, у которого 

любые соседние члены имеют разные знаки. Он имеет название знакоче-

редующегося ряда.  

То есть:  
1

1 2 3 4 ( 1)n
n

n

u u u u u ,       0nu . 

 

Теорема Лейбница. Пусть для знакочередующегося ряда выпол-

няются условия: 

1 2 3 4 nu u u u u   и  lim 0n
n

u ,         (22.20)  

 

то есть каждый следующий член знакочередующегося ряда по абсолют-

ному значению меньше предыдущего, а предел общего члена ряда при 
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n  равен 0. Тогда ряд сходится, его сумма неотрицательна и не 

превышает первого члена ряда: 10 S u . 

Доказательство.  

Пусть 2n m, то есть n  – четное число. Тогда 
 

2mS 1 2 3 4 2 1 2 .m mu u u u u u  

 

   Перепишем это соотношение: 
 

2mS 1 2 3 4 2 1 2( ) ( ) ( ).m mu u u u u u  

 

Из условия теоремы витекает, что выражение в каждой скобке не-

отрицательно. Следовательно, сумма 2 0mS  и возрастает с ростом m. 

Запишем эту сумму иначе: 
 

2mS 1 2 3 4 5 2 2 2 1 2( ) ( ) ( ) .m m mu u u u u u u u  

 

   Следовательно, 2 1.mS u  Таким образом, последовательность 

2mS  монотонно возрастает и органичена сверху. Отсюда следует, что 

она имеет предел, то есть: 
 

2lim m
n

S S , 

 

и S  находится в промежутке 10 S u .  

  Таким образом, доказано, что последовательность четных частич-

ных сумм 2mS  имеет предел S . 

Докажем, что нечетные частичные суммы также имеют предел  – 

число S . Рассмотрим сумму n  первых членов ряда, где 

2 1 2 2 12 1, m m mn m S S u . Найдем пределы левой и правой частей 

этого соотношения при n : 
 

2 1 2 2 1lim lim limm m m
n n n

S S u S , 

 

так как по условию теоремы 2 1lim 0m
m

u . Доказано, что 2 1lim m
n

S S , 

то есть соответствующий ряд сходится. Теорема доказана.  
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Следствие. Если знакочередующийся ряд сходится, то сходится и 

его n-й остаток: 

1 21
n

n nu u   

 

и его сумма не превышает по абсолютной величине первого члена ряда, 

то есть 1nu .  

    Таким образом, погрешность при замене S  на nS  не превышает по 

абсолютной величине первого из отброшенных членов ряда, то есть: 
 

1n nS S u .                         (22.21) 

 

Пример 22.20. Исследовать на сходимость ряд 
1

1

1
1

n

n n
. 

Решение.  

Проверяем выполнение первого и второго условий сходимости 

знакочередующегося ряда: 
 

 1) ...
n

...
1

3

1

2

1
1  ; 2) 

1
lim 0
n n

. 

 

Следовательно, оба условия выполняются, то есть ряд сходится по  

признаку Лейбница.  

Ряд сходится условно, потому что ряд, который составлен из абсо-

лютных величин членов данного ряда 
1

nu
n

, расходится как гармони-

ческий. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что называется рядом? 

2. Какие ряды называются числовыми, а какие функциональными? 

3. Какой ряд называется сходящимся или расходящимся? 

4. Что можно сказать о сходимости или расходимости гармонического 

ряда? 

5. В чем заключается необходимый признак сходимости ряда? 
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6. Выясните поведение ряда, если его общий член не стремится к 

нулю. 

7. Сформулировать достаточные признаки сходимости числовых 

рядов. 

8. Какие ряды называются знакопеременными? 

9. Сформулируйте достаточный признак сходимости знакопере-

менного ряда. 

10. Какие ряды называются знакочередующимися? 

11. В чем заключается признак Лейбница? 

12. Какой ряд называется абсолютно сходящимся? 

13. Какой ряд называется условно сходящимся? 

 

Упражнения 

 

22.1. Записать ряд по заданному общему члену nu : 

а) 
3

;
!

n

nu
n

 б) 
ln

1 ;
n

n

n
u

n
 в) 

1 1 1
1 .

2

n

n n
u

n
 

 

22.2. Написать формулу общего члена ряда: 

1) 
1 1 1

1 ...
3 5 7

 ; 2) 
1 1 1 1

...
2 4 6 8

 ; 

3) 2 3 4

1 8 27 64
...

e e e e
 ; 4) 

1 1 1
1 ...

4 9 16
 . 

 

22.3. Исследовать на сходимость ряды: 
 

1)  
1 12

1

n n

n
; 2) 

1
2 1

1

n n

n
; 

3) 
1

2
13

1

n n
; 4) 

1 3

12

n
n

n
; 

5)  
1 !12

1

n n
; 6) 

1

1

3

2

n
n

n

n
; 

7) 
1

2 12

1

n n
; 8) 

1

2

45

12

n

n

n

n
; 
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9) 
1 14

1

n n
; 10) 

5

3
1

4 3
.

7 1n

n

n n
 

 

22.4. Исследовать абсолютную и условную сходимость рядов: 
 

1)  
1

1

56
1

n

n

n

n
; 

2)  
1

2

1

12

1
1

n

n

n
; 

3)  
1

1

2

1
1

n
n

n

n
. 

 

 

23. Степенные ряды 

 

23.1. Теорема Абеля. Радиус сходимости степенного ряда 

 

 Степенным рядом называется ряд: 
 

2 3
0 1 2 3

n
na a x a x a x a x ,              (23.1) 

 

членами которого являются степенные функции 
nx  с возрастающими  

целыми   показателями,  числа 1 2 3, , , , na a a a  коэффициенты дан-

ного ряда.  

    Выражение 
n

n nu a x  – общий член степенного ряда.  

Иногда рассматривают степенной ряд более общего вида: 
 

2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )n

na a x a a x a a x a a x a  (23.2) 

 

Этот ряд легко привести к предыдущему, если считать x a z . 
 

Точка 0x  является точкой сходимости степенного ряда, если при 

подстановке ее в степенной ряд соответствующий числовой ряд сходит-

ся. 

Областью сходимости степенного ряда называется множество 

значений x , при которых степенной ряд сходится.  
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Теорема Абеля. Если степенной ряд сходится для некоторого зна-

чения 0x , не равного нулю, то он сходится абсолютно для всех значений 

x , для которых выполняется условие: 
 

0x x .                                    (23.3) 

 

Если степенной ряд расходится для некоторого значения 0x , то он 

расходится для всех значений x , для которых выполняется условие: 
 

0x x .                                    (23.4) 

Доказательство. 

По условию теоремы при 0x x  ряд (23.1) сходится, то есть чис-

ловой ряд  

2 3
0 1 0 2 0 3 0 0

n
na a x a x a x a x , 

 

сходится, и тогда по необходимому условию сходимости ряда его общий 

член 0 0n
na x  при n . Отсюда общий член ряда является величи-

ной ограниченной, то есть найдется такое число M , что для любых зна-

чений n  будет выполняться неравенство 0
n

na x M . 

Сделаем оценку абсолютной величины общего члена ряда (23.1): 
 

0 0
0 0

nn

n n n n
n n n

x x
a x a x a x Mq

x x
 ( 0,1,2,...)n , где 

0

1
x

q
x

. 

 

      Таким образом, получили неравенство: 
 

n n
na x Mq .                                (23.5) 

 

Следовательно, члены ряда (23.1) меньше членов ряда геометри-

ческой прогрессии, который сходится при 1q  (23.5). Отсюда по приз-

наку сравнения  абсолютно сходится и данный ряд. 

Докажем вторую часть теоремы.  



 378 

Пусть в точке 0x x  степенной ряд (23.1) расходится, тогда он ра-

сходится для всех 0x x .  

Действительно, пусть ряд сходится при любом значении 0x x , но 

на основе первой части теоремы ряд будет сходиться и в точке 0x , что 

противоречит условию  теоремы. Теорема доказана. 
 

Из теоремы Абеля вытекает, что для произвольного степенного 

ряда существует положительное число R (конечное или бесконечное), 

такое, что для всех x R  ряд сходится, причем абсолютно, а при 

x R  ряд расходится. 

Интервал ( , )R R , во всех точках которого степенной ряд сходится, 

а в точках, которые не принадлежат данному интервалу, степенной ряд 

расходится, называется интервалом сходимости степенного ряда.  

Половина  интервала сходимости называется радиусом сходимо-

сти степенного ряда.  

Если R , то интервал сходимости составляет всю числовую 

ось ( )x .  

Если 0R , то степенной ряд сходится лишь при 0x , то есть интер-

вал сходимости вырождается в точку. 

Для решения вопроса о сходимости степенного ряда применяют 

признак Даламбера к ряду, который составлен из абсолютных  величин 

его членов, то есть вычисляют предел: 
 

1lim , nn
n n

n
n

u
l u a x

u
, 

 

и сравнивают его с единицей.  

  Множество значений x , для которых 1l , образует область абсо-

лютной сходимости степенного ряда (23.1). Множество значений x , 

для которых 1l , образует область расходимости.  

  Следовательно, 

1
1 1 1lim lim lim 1

n
n n n

nn n n
n nn

u a x a
x

u aa x
, а  

1

lim n

n
n

a
x R

a
, 

где R – радиус сходимости степенного ряда. 
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      То есть                      

1

lim n

n
n

a
R

a
.                            (23.6) 

 

Пример 23.1. Найти область сходимости степенного ряда 
1 !

n

n

x

n
. 

Решение.  

Обозначим 
!

n

n

x
u

n
, тогда 

1

1
1 !

n

n

x
u

n
.  

Далее получаем: 

n

n

u

u 1
1 !

1( 1)!

n

n

x n x

nx n
. 

 

1
lim lim 0 1

1 1n n

x
x x

n n
. 

 

Последнее неравенство выполняется для любого x R, то есть 

ряд сходится на всей числовой оси: x . 

Можно сразу найти R, поскольку степенной ряд содержит все сте-

пени x : 

1

1 !
lim lim lim 1

!
n

n n n
n

na
R n

a n
. 

 

Таким образом, ряд сходится на всей числовой оси. 

 

 Пример 23.2. Найти область сходимости степенного ряда 

2 1

1

2

2 1

n

n

x

n
.  

Решение. 

В этом степенном ряде коэффициенты при четных степенях x  рав-

ны нулю, то есть 2 0na .  

Непосредственное применение признака Даламбера дает: 
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2 3

2

2 1

2 2 1
lim 4 1

2 2 3

n

nn

x n
x

x n
, 

 

откуда получаем, что 1/2x , следовательно 1/2;1/2x .  

Исследуем поведение степенного ряда на концах интервала схо-

димости.  

Пусть 1/2x . Подставим это значение в степенной ряд и полу-

чим числовой ряд: 

2 1

1 1

1 1

2 1 2 1

n

n nn n
, 

 

поведение которого определяется поведением гармонического ряда. 

Следовательно, этот ряд расходящийся по признаку сравнения в пре-

дельной форме. 

Пусть 1/2x . При этом значении x  степенной ряд превращается в 

числовой ряд: 
1

1

2 1n n
. Этот ряд, как уже было показано, является 

расходящимся.  

Таким образом, область сходимости ряда является интервалом 

1/2;1/2x . 
 

Пример 23.3. Найти область сходимости ряда 2
1

( 5)n

n

x

n
. 

Решение. 

Обозначим 5x z .  

Следовательно, 2

n

n

z
u

n
 – степенной ряд. Тогда 

1

1 2
1

n

n

z
u

n
. 

Для нахождения радиуса сходимости теперь можно применить форму-

лу (23.6): 
2

2
1

1
lim lim 1n

n n
n

na
R

a n
. 

 

Исследуем поведение ряда на концах полученного интервала.  
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При 1z  получим числовой ряд: 2
1

1
n

n n
. Этот ряд сходится со-

гласно признаку Лейбница. 

При 1z  числовой ряд имеет вид: 2
1

1

n n
. Он сходится, как ряд Дирих-

ле, при 2s .  

Следовательно, областью сходимости ряда будет промежуток  
 

1 1z . 
 

Возвращаясь к переменной x , получим 1 5 1x , или 4 6x . 

Таким образом, областью сходимости данного ряда является промежу-

ток 4,6 . 

 

Свойства сходящихся степенных рядов: 

1. Сумма членов степенного ряда является функцией непрерывной 

в интервале сходимости. 

2. Степенные ряды можно почленно складывать или вычитать. Ра-

диус сходимости результативного ряда будет не меньше, чем наимень-

ший из радиусов сходимости исходных рядов. 

3. Степенной ряд можно почленно дифференцировать на интерва-

ле сходимости. Сумма этого нового ряда равна производной от суммы 

исходного ряда, а радиус сходимости нового ряда равен радиусу сходи-

мости исходного ряда. 

4. Степенной ряд можно почленно интегрировать на интервале 

сходимости. Его сумма при этом равна сумме интегралов от членов ис-

ходного ряда. Радиус сходимости нового ряда равен радиусу сходимо-

сти исходного ряда. 

 

23.2. Ряды Тейлора и Маклорена. Разложение элементарных  

функций в ряды Тейлора и Маклорена 

 

Покажем, что если произвольная функция ( )f x  задана на множе-

стве X , в окрестности точки ax  имеет множество производных и яв-

ляется суммой степенного ряда:  
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2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )n

nf x a a x a a x a a x a a x a , 

 

то можно найти коэффициенты этого ряда.  
 

 Подставим в степенной ряд ax .  

 Тогда  0 ( )a f a . 

Найдем первую производную функции ( )f x : 

2 1
1 2 3( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )n

nf x a a x a a x a na x a  

При ax : 1 ( )a f a . 

Для второй производной получим: 
 

2
2 3( ) 2 3 2 ( ) ( 1) ( )n

nf x a a x a n n a x a  

При ax : 2

( )

2!

f a
a . Продолжая эту процедуру n  раз получим: 

!

n

n

f a
a

n
.  Таким образом, получили степенной ряд вида: 

 

1!

f a
f x f a x a

2

2!

f a
x a 

!

n
nf a

x a
n

,  (23.7) 

 

который называется рядом Тейлора для функции ( )f x  в окрестности 

точки ax .   

 Частным случаем ряда Тейлора является ряд Маклорена при 

0a : 

0
0

1!

f
f x f x

20

2!

f
x 

0

!

n
nf

x
n

          (23.8) 

 

 Остаток ряда Тейлора (Маклорена) получается отбрасыванием от  

основных рядов n  первых членов и обозначается как ( )nR x .  

 Тогда функцию ( )f x  можно записать как сумму n  первых членов 

ряда ( )nS x  и остатка ( )nR x : 

 

( ) ( ) ( )n nf x S x R x ,                          (23.9) 

то есть 
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1!

f a
f x f a x a

2
( )

2! !

n
n

n

f a f a
x a x a R x

n
 . 

 

Остаток обычно ( )nR x  выражают разными формулами. 

Одна из них в форме Лагранжа: 
 

1
1( )

1 !

n
n

n

f c
R x x a

n
,    

где  c a x a , 10 .    

 

Заметим, что на практике чаще используется ряд Маклорена (23.8).  
 

Таким образом, для того чтобы записать функцию ( )f x  в виде 

суммы степенного ряда необходимо: 

1) найти коэффициенты ряда Маклорена (Тейлора); 

2) найти область сходимости полученного степенного ряда; 

3) доказать, что данный ряд сходится к функции ( )f x . 
 

Теорема 1 (необходимое и достаточное условие сходимости ря-

да Маклорена). Пусть радиус сходимости ряда 0R . Для того чтобы 

этот ряд сходился в интервале ( , )R R  к функции ( )f x , необходимо и 

достаточно, чтобы выполнялось условие lim ( ) 0n
n

R x  в указанном ин-

тервале. 

Доказательство.  

Для функции ( )f x  запишем формулу Маклорена в виде: 
 

xRxSxf nn , или xRxSxf nn . 

 Пусть ряд   

0
0

1!

f
f x f x 20

2!

f
x 

0

!

n
nf

x
n

 

 

сходится к функции ( )f x  в указанном интервале ( , )R R , то есть 

( ) ( )nS x f x  при n , тогда ( ) ( )nR x f x  при n  в этом ин-

тервале.  
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 Если, наоборот, в интервале ( , )R R  ( ) 0nR x  при n , то 

( ) ( )nS x f x  при n  в этом  интервале. Теорема доказана. 

 

Теорема 2. Если производные любого порядка функции ( )f x  в не-

котором промежутке ,b b  ограничены по абсолютной величине одним 

и тем же числом M , то есть 
( )( )nf x M , то в этом промежутке функ-

цию ( )f x  можно разложить в ряд Маклорена. 

Доказательство.  

Запишем абсолютную величину остаточного члена в форме Ла-

гранжа и выполним его оценку: 
 

1 1
1( )

1 ! ( 1)!

n n
n

n

f c b
R x x M

n n
. 

 При n  выражение 

1

0
( 1)!

nb

n
, отсюда lim ( ) 0n

n
R x . 

 

 Следовательно, условие разложения функции ( )f x  выполнено. 

 

Пример 23.4. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки 4x  

функцию 
3 22 5 2f x x x x . 

Решение. 

Находим значение функции и ее производных при 4x . 

3 22 5 2f x x x x , 4 64 32 20 2 78f ; 

23 4 5f x x x , 4 48 16 5 59f ; 

6 4f x x , 4 28f ; 

6f x , 4 6f ; 

0Vf x , 4 0Vf ; 

.................…………………………………………… 

0
n

f x , 4 0
n

f . 

 

Подставляем эти значения в ряд (23.7).  
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Получаем: 

2 33 2 59 28 6
2 5 2 78 4 4 4

1! 2! 3!
x x x x x x , 

или 

2 33 22 5 2 78 59 4 14 4 4x x x x x x . 

    Область сходимости x . 

 

Пример 23.5. Разложить функцию 
xe  в ряд Тейлора в окрестности 

точки 2x . 

Решение. 

Находим значение функции и ее производных при 2x . 
 

xf x e , 
22f e ; 

xf x e , 
22f e ; 

...........…………………………… 

n xf x e , 
22

n
f e . 

 

   Подставляем эти значения в ряд (23.7).  

   Получаем: 

2 2 2
22 2 2 ... 2 ...,

1! 2! !

nx e e e
e e x x x

n
 

или                                 
2

1

2
1

!

n

x

n

x
e e

n
. 

 

Найдем область сходимости этого ряда.  

По признаку Даламбера ряд сходится, если 
 

1lim 1n

n
n

u

u
. 

 

1
2 ! 2 1

lim lim 2 lim 0
1 11 ! 2

n

nn n n

x n x
x

n nn x
. 
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Следовательно, при любом x  этот предел менее 1, а потому обла-

стью сходимости ряда будет: x . 
 

Рассмотрим несколько примеров разложения в ряд Маклорена ос-

новных элементарных функций. Напомним, что ряд Маклорена 
 

0
0

1!

f
f x f x 20

2!

f
x 

0

!

n
nf

x
n

. 

 

сходится на интервале ,R R  к функции  xf .  

Отметим, что для разложения функции в ряд необходимо: 

а) найти коэффициенты ряда Маклорена для данной функции; 

б) вычислить радиус сходимости для полученного ряда; 

в) доказать, что полученный ряд сходится к функции ( )y f x . 

 

Пример 23.6. Рассмотрим функцию ( ) xf x e . 

Решение.  

Вычислим значение функции и ее производных при 0x : 
 

( )( ) , ( ) , ( ) , , ( )x x x n xf x e f x e f x e f x e . 

 

    Тогда числовые коэффициенты ряда имеют вид:  
 

( )(0) 1, (0) 1, (0) 1, , (0) 1nf f f f   для любого n .  

 

   Подставим найденные коэффициенты в ряд Маклорена и получим: 
 

2

1
1! 2! !

n
x x x x

e
n

                       (23.10) 

 

Найдем радиус сходимости полученного ряда, а именно: 
 

1

( 1)!
lim lim lim( 1)

!
n

n n nn

a n
R n

a n
. 

 

Следовательно, ряд сходится на интервале , .  
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Этот ряд сходится к функции 
xe  при любых значениях x , потому 

что на любом промежутке ,b b  функция 
xe  и ее производные по аб-

солютной величине ограничены числом 
be . 

 

Пример 23.7. Рассмотрим функцию ( ) sinf x x . 

Решение.  

Найдем значения функции и ее производных при 0x : 
 

;10,cos

;00,sin

'' fxxf

fxxf
 

.00,sin

;10,cos

;00,sin

''''''

''''

IVIV fxxf

fxxf

fxxf

 

 

Нетрудно заметить, что производные четного порядка 002nf , 

а производные нечетного порядка 
(2 1) 1(0) ( 1) ( 1,2,3, )n nf n  .  

Подставим найденные коэффициенты в ряд Маклорена и получим 

разложение: 

3 5 7 2 1
1sin ( 1)

1! 3! 5! 7! (2 1)!

n
nx x x x x

x
n

         (23.11) 

 

Найдем интервал сходимости данного ряда.  

 

По признаку Даламбера: 
 

2 1
21

2 1

(2 1)! 1
lim lim lim 0 1

2 (2 1)(2 1)!

n
n

nn n nn

u x n
x

u n nn x
 

 

для любого x .  
 

   Следовательно, ряд сходится на интервале , .  

Этот ряд сходится к функции sinx , потому что все ее производные 

ограничены единицей. 
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Пример 23.8. ( ) cosf x x . 

Решение. 

Найдем значение функции и ее производных при 0x : 
 

;00,sin

;10,cos

'' fxxf

fxxf
 

.10,cos

;00,sin

;10,cos

''''''

''''

IVIV fxxf

fxxf

fxxf

 

 

Таким образом, коэффициенты данного ряда: 
(2 )(0) ( 1)n nf  и 

(2 1)(0) 0nf , следовательно: 

 

2 4 6 2

cos 1 ( 1)
2! 4! 6! 2 !

n
nx x x x

x
n

              (23.12) 

 

Аналогично с предыдущим рядом область сходимости , . 

Ряд сходится к функции cosx , потому что все ее производные ограни-

чены единицей. 

Обратим внимание, что функция sinx  нечетная и разложение в 

ряд по нечетным степеням, функция cosx  – четная и разложение в ряд 

по четным степеням. 
 

Пример 23.9. Биномиальный ряд: ( ) 1
m

f x x .  

Решение.  

Найдем значения функции и ее производных при 0x : 
 

1

2

3

( ) (1 ) ; (0) 1;

( ) (1 ) (0) ;

( ) ( 1)(1 ) ; (0) ( 1);

( ) ( 1)( 2)(1 ) ; (0) ( 1)( 2).

m

m

m

m

f x x f

f x m x f m

f x m m x f m m

f x m m m x f m m m

 

 

  Отсюда видно, что: 
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( )

( )

( ) ( 1)( 2) ( 1) (1 ) ,

(0) ( 1)( 2) ( 1) .

n m n

n

f x m m m m n x

f m m m m n




 

 

Подставим эти значения коэффициентов в ряд Маклорена и полу-

чим разложение данной функции в степенной ряд: 
 

2( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1

1! 2! !

m nm m m m m m m n
x x x x

n


   (23.13) 

 

Найдем радиус сходимости этого ряда: 

 

1

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( )
; ;

! ( 1)!

( 1)! ( 1) ( 1)( )
lim lim

! ( 1) ( 1)( )

1
1

1
lim lim 1.

1

n n

n

n n
n

n n

m m m n m m m n m n
a a

n n

a n m m m n m n
R

a n m m m n m n

n n
mm n

n

 



  

Следовательно, ряд сходится на интервале 1,1 . В предельных 

точках при 1x  и 1x  ряд может сходится или нет в зависимости от 

показателя степени m.  

Исследованный ряд сходится на интервале 1,1  к функции 

( ) (1 )mf x x , то есть сумма ряда ( ) (1 )mS x x  при 1x . 

 

Пример 23.10. Разложим в ряд Маклорена функцию  

( ) ln(1 )f x x . 

Решение.  

Для разложения в ряд этой функции используем биномиальный 

ряд при 1m .  

Получим: 

2 11
1 ( 1)

1

n nx x x
x

  
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На основе свойства степенных рядов (степенной ряд можно интег-

рировать в области его сходимости) найдем интеграл от левой и правой 

частей данного ряда: 
 

2 3

0
0

ln(1 ) ( 1)
1 2 3

nx
x ndx x x x

x x
x n

         (23.14) 

Найдем область сходимости данного ряда: 
1

lim 1
n

n
R

n
, то 

есть областью сходимости данного ряда является интервал 1,1 .  

   Определим сходимость ряда на концах интервала.  

   При 1x  получим числовой ряд с общим членом 

2 1 1
( 1) n

nu
n n

. Этот ряд является гармоническим рядом, то есть рас-

ходится.  

    При 1x  получим числовой ряд с общим членом 
1

( 1)n
nu

n
.  

Ряд по признаку Лейбница сходится.  

Таким образом, областью сходимости данного ряда является про-

межуток ( 1, 1]. 

 

23.3. Применение степенных рядов в приближенных вычислениях 
 

В приближенных вычислениях степенные ряды играют исключи-

тельно большую роль. С их помощью составлены таблицы тригономет-

рических функций, таблицы логарифмов, таблицы значений других 

функций, которые используют в разных областях знаний, например в 

теории вероятностей и математической статистике. Кроме того, разло-

жение функций в степенной ряд полезно для их теоретического иссле-

дования.  

Главным вопросом при использовании степенных рядов в прибли-

женных вычислениях является вопрос оценки погрешности при замене 

суммы ряда суммой его первых n  членов.  

Рассмотрим два случая: 

1) функция разложена в знакочередующийся ряд; 

2) функция разложена в знакопостоянный ряд. 
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Вычисление с помощью знакочередующихся рядов 

Пусть функция ( )f x  разложена в знакочередующийся степенной 

ряд. Тогда при вычислении этой функции для конкретного значения x  

получаем числовой ряд, к которому можно применить признак Лейбница.  

В соответствии с этим признаком, если сумму ряда заменить сум-

мой его первых n  членов, то абсолютная погрешность не превышает 

первого члена остатка этого ряда, то есть: 
 

1n nS S u .                              (23.15) 

 

Пример 23.11. Вычислить cos5  с точностью до 0,0001.  

Решение. 

Будем использовать ряд Маклорена для ( ) cosf x x  (23.12), под-

ставив значение угла в радианах: 
 

2 4
1 1

cos5 cos 1
36 36 2! 36 4!

 

 

Если сравнить первый и второй члены ряда с заданной точностью, 

то: 

2

1 2

1
1 0.0001; 0,0038 0,0001

36 2!
u u . 

  Третий член разложения: 
 

44

3

0.11 1 1
0,00001

36 4! 4! 24 10000 10 10000
u , 

 

меньше заданной точности вычисления.  
 

   Следовательно, для вычисления cos5  достаточно оставить два 

члена ряда, то есть 

2
1

cos5 1 1 0,0038 0,9962
36 2!

. 

 

Таким образом, cos5 0,9962. 
 

Пример 23.12. Вычислить 
3 9  с точностью 0,001.  



 392 

Решение. 

Будем использовать формулу биномиального ряда (23.13). Для 

этого запишем 
3 9  в виде: 

1/3
3 3 3

9 1 1
9 2 2 1 2 1

8 8 8
. 

 

  В этом выражении 
1 1

,
3 8

m x , 

 

2 3
3

2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 2 1 1 1 2

3 8 3 3 8 2! 3 3 3 8 3!

1 2 2 5
2 1 .

3 8 3 8 2! 3 8 3!





 

 

Сравним каждый из членов ряда с точностью, которая задана. 

Видно, что 4 3 3

4 5
0,001

3 8 3!
u . Следовательно, для вычисления 

3 9  

достаточно оставить три члена ряда: 

3 1 1
9 2 1 ,

24 576
 или 

3 9 2,080. 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Что такое степенной ряд? 

2. Сформулировать теорему Абеля. 

3. Как найти радиус сходимости степенного ряда? 

4. Как использовать признак Даламбера при нахождении радиуса 

сходимости степенного ряда? 

5. Назвать свойства степенного ряда. 

6. Что такое ряд Тейлора? 

7. Какой вид имеет ряд Маклорена? 

8. Сформулировать необходимое и достаточное условие сходимо-

сти ряда Маклорена.  

9. Сформулировать теорему о разложении функции в ряд Тейлора. 
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10. Записать разложение в ряд Маклорена основных функций. 

11. Указать области сходимости рассмотренных рядов. 

12. Как выполнить оценку погрешности в приближенных вычисле-

ниях с помощью степенных рядов? 

 

Упражнения 
 

Найти интервалы сходимости степенных рядов: 
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Разложить заданные функции в ряд Тейлора: 

23.14. 
1

f x
x

 по степеням 1x . 

23.15. 2

1
f x

x
 по степеням 1x . 
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23.16. 
5xf x e  по степеням 2x . 

23.17. Вычислить приближенно ln1,04  с точностью до 0,0001. 

23.18. Вычислить  3 130  с точностью до 0,0001. 

23.19. Вычислить  cos18  с точностью до 0,0001. 

23.20. Вычислить  sin18 , взяв три члена разложения в ряд Мак-

лорена функции sinf x x , и оценить погрешность. 
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