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КВАЗІ-НЬЮТОНОВСЬКИЙ КОМБІНОВАНИЙ МЕТОД ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ 

ЗАДАЧ БЕЗУМОВНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ В MACHINE LEARNING 

Представлено метод квазі-ньютоновського типу для розв’язання погано обумовлених або вироджених 

задач безумовної оптимізації, який є комбінацією двох методів: квазі-ньютоновського методу та методу 

спряжених градієнтів. На кожній ітерації весь простір представляється як ортогональна сума двох підп-

росторів на основі спектрального розкладання наближення гессіану по формулі BFGS та параметра “регу-

ляризації” чисельного методу. На одному ортогональному підпросторі застосовується квазі-

ньютоновський метод, а на іншому – метод спряжених градієнтів. На кожному ортогональному підпрос-

торі застосовується окремий одномірний пошук по відповідному напрямку. Для зменшення трудомісткості 

процесу спектрального розкладання поточної матриці на кожній ітерації методу представлено алгоритм 

його перерахунку через попередній розклад. Ефективність представленого методу підтверджується чисе-

льними експериментами, які були проведені на загальноприйнятих тестових функціях для задач безумовної 

оптимізації в порівнянні з процедурами оптимізації відомих математичних пакетів R, Python, Scilab, 

MATLAB. При чисельній реалізації методу в середовищі Python застосовувалось обчислення градієнта ці-

льової функції за допомогою пакета TensorFlow. 
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Вступ 

Постановка проблеми. Методи безумовної оп-

тимізації мають велике значення в машинному нав-

чанні. Зараз при навчанні нейронних мереж застосо-

вуються в основному методи градієнтного спуску 

(наприклад, ADAM [1]), тому що вони менш трудо-

місткі та потребують менше пам’яті. Але у методів 

градієнтного спуску є суттєвий недолік – дуже низь-

ка швидкість збіжності [1–3], особливо для погано 

обмовлених задач. Значно більшу швидкість збіжно-

сті мають квазі-ньютонівські методи оптимізації, але 

вони потребують більше пам’яті та більшого об’єму 

обчислень, хоча, для доволі великих розмірностей, є 

варіанти квазі-ньютонівських методів з обмеженим 

застосуванням пам’яті (L-BFGS [1]). На думку авто-

ра, по мірі збільшення продуктивності обчислюва-

льної техніки у майбутньому все ж таки будуть за-

стосовуватись саме квазі-ньютонівські методи опти-

мізації, як у машинному навчанні взагалі, так для 

навчання нейронних мереж також [1; 4–11]. 

При розв’язанні практичних задач у машинно-

му навчанні, наприклад, при налаштуванні регресій-

них нелінійних моделей, точка екстремуму обраного 

критерію оптимальності нерідко виявляється виро-

дженою, що значно ускладнює її пошук. Тому саме 

виродженні задачі є найбільш складними в оптимі-

зації. Є ще більший клас задач оптимізації, в яких 

цільова функція є погано обумовленою в околиці 

точки мінімуму. Ці задачі, хоча і не є формально 

виродженими, але існуючі чисельні методи теж ма-

ють при цьому невелику швидкість збіжності. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Ві-

домі чисельні методи розв’язання загальної задачі 

безумовної оптимізації, до другого порядку включ-

но, мають дуже низьку швидкість збіжності в разі 

розв’язання вироджених задач [2–3]. Це пояснюєть-

ся тим, що для істотного підвищення швидкості збі-

жності в цьому випадку необхідно використання в 

методі похідних більш високого порядку, ніж другий 

[12; 34], але це робить чисельні методи дуже трудо-

місткими. 

Незважаючи на те, що були розроблені досить 

ефективні ньютонівські та квазі-ньютонівські мето-

ди безумовної оптимізації [2–3], інтерес до них не 

згасає й досі [13–23]. При цьому в разі розв’язання 

погано обумовлених та вироджених задач безумов-

ної оптимізації застосовується підхід, пов’язаний з 

регуляризацією чисельних методів [13–22]. Суть 

регуляризації чисельного методу ньютонівського чи 

квазі-ньютонівського типу полягає в тому, щоб зро-

бити матрицю Гессе, або її наближення, додатньо 

визначеною. Це дозволяє працювати методу у виро-

дженому випадку, але не надає можливості 

розв’язати задачу з великою точністю. 

Також, у зв’язку з все більш зростаючим інте-

ресом до методів машинного навчання, останні роки 

все більш уваги приділяється методам спряжених 

градієнтів [24–31]. Ці методи в Machine Learning є 

найперспективнішою альтернативою методам граді-

єнтного спуску, що мають дуже низьку швидкість 

збіжності, особливо на погано обумовлених та ви-

роджених задачах оптимізації. 
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Метою статті є розроблення ефективного ме-

тоду квазі-ньютоновського типу для розв’язання 

погано обумовлених та вироджених задач безумов-

ної оптимізації, ідея якого (на відміну від регуляри-

зації) полягає в поділі всього простору на суму двох 

ортогональних підпросторів [32]. Поділ простору на 

кожній ітерації методу засновано на спектральному 

розкладанні матриці, що наближує гессіан цільової 

функції по формулі Broyden–Fletcher–Goldfarb–

Shanno (BFGS) [2]. На кожному підпросторі є своя 

поведінка цільової функції, і тому на ньому застосо-

вується відповідний метод мінімізації, а саме засто-

совується комбінація квазі-ньютоновського методу і 

методу спряжених градієнтів. Відмітимо, що замість 

методу спряжених градієнтів можна застосовувати і 

інші методи, наприклад, ADAM, градієнтний спуск і 

т.д. В роботі [33] розглядалася комбінація ньютонів-

ського методу та методу градієнтного спуску, і тому 

дана стаття може розглядатися як практичний роз-

виток ідеї комбінації декількох методів при 

розв’язанні погано обумовлених та вироджених за-

дач безумовної оптимізації. Ця ж ідея застосовува-

лась і в статті [34], де розглядалася комбінація нью-

тонівського методу та методу, в якому обчислюють-

ся похідні по напрямку 4-го порядку. В даній статті, 

додатково до [32–34], також розглянуті питання 

практичної реалізації цієї групи методів. 

Виклад основного матеріалу 

Розглядається задача безумовної оптимізації: 

         
min ( ), nf x x R ,  (1) 

де ( )f x  – двічі диференційована функція, для якої є 

* nx R – локальна точка мінімуму функції ( )f x , 

матриця Гессе ( )(2) *f x  або вироджена 

(
( ) ( )( )2 *rank f x n ), або погано обумовлена 

(
( ) ( )( )2 * 1cond f x ). 

1. Квазі-ньютоновський комбінований метод 

Квазі-ньютоновський комбінований метод для 

розв’язання задачі (1) будує ітераційну послідов-

ність наближень точки мінімуму за формулою: 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 21 2     ,    0,1  , 2,

k kk k
k kx x u u k

+
= + + =  , (2) 

де 
(0)x  – початкове наближення точки мінімуму, 

( ) ( )
1 2,  
k k

u u  – ортогональні вектори, 1 0k  , 

2 0k 
 
– шагові множники вздовж, відповідно, 

напрямків 
( ) ( )
1 2,  
k k

u u . Ортогональні вектори 

( ) ( )
1 2,  
k k

u u  визначаються наступним чином. 

На кожній k -й ітерації методу обчислюються 

вектор ( )(1) k kg f x=  та матриця kH , що є набли-

женням матриці Гессе ( )(2) kf x  за формулою 

BFGS [3]: 

1

( )
     

T T
k k k k k k

k k T T
k k k k k

y y H s H s
H H

y s s H s
+ = + − , 0H I= ,    (3) 

де ( ) ( 1) ( ) ( 1),k k k k
k ks x x y g g− −= − = − , I – одинична 

матриця. 

Так як матриця kH  є симетричною, то відпо-

відно до спектрального розкладання її можна пред-

ставити у вигляді 

Λ T
k k k kH Q Q= ,       (4) 

де kQ  – ортогональна матриця,
 

( )( )k

i
λk diag = , а 

( )
( 1, , )

k
i i n =  – власні значення матриці kH , що 

впорядковані за спаданням за абсолютною величи-

ною. 

Представимо тепер діагональну матрицю k    

в блочному вигляді  

1

2

0

0

k
k

k

 
 =  

 
,  

де ( )( )
1 λ

k
k idiag = , 

( ) ( ) ( )1/    1, ,
k k

k ki i r    =  , 

 kr n , 0k   – параметр чисельного методу на  

k -й ітерації;  

( )( )
2 ag λ

k
k idi = ,

( ) ( )
1/ ,  

k k
ki   

( )( 1 , , )ki r n= +  .  

Тоді матрицю kQ  також запишемо у блочному 

вигляді  1 2 k k kQ Q Q= , де 1kQ  – блок розмірності 

kn r , а 2kQ  – блок розмірності ( )kn n r − . 

Тепер матрицю kH  у зв’язку з (4) можна пред-

ставити наступним чином: 

  1 1
1 2

2 2

Λ 0
   

0 Λ

T
k k

k k k T
k k

Q
H Q Q

Q

  
 = = 
    

1 1 1 2 2 2Λ   Λ  T T
k k k k k k k kQ Q Q Q H E = + = + , 

де 1 1 1Λ T
k k k kH Q Q = , 2 2 2  Λ  T

k k k k k kE Q Q H H = = − . 

Далі будуємо ортогональні проектори: 

1 1  T
k k kP I Q Q= − ,   1 1    T

k k k kP I P Q Q⊥ = − =  на підпростір 

 )(  |    0n
k kKer H x R H x =  =  та ортогональне до-

повнення до нього, відповідно. Відмітимо, що з ор-

тогональності матриці kQ  випливає, що 

2 2  T
k k kP Q Q= . Тепер на підпросторах ( )kKer H   і 

ортогональному доповненню до нього можна засто-
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сувати різні методи оптимізації в залежності під 

поведінки функції ( )f x  на них. Відмітимо, що при 

цьому параметр чисельного методу 0k   є деяким 

критерієм, за яким виконується розподіл простору 

на ортогональну суму двох підпросторів на кожній 

ітерації. Алгоритм підбору цього параметру буде 

описано нижче. 

В методі (2) на ортогональному доповненню до 

підпростору ( )kKer H   застосуємо квазі-

ньютоновський алгоритм, тобто вектор 
( )
1
k

u  будемо 

обчислювати за формулою:  

( ) ( )( ) 1
1 1 11 Λ

k kk T
k k k k k ku H P g Q Q P g+ ⊥ − ⊥
= − = − ,    (5) 

де kH +
  – псевдообернена матриця до матриці kH  . 

На підпросторі ( )kKer H   застосуємо метод 

спряжених градієнтів, тобто вектор 
( )
2
k

u  будемо 

визначати за формулою: 

      

( )
( )
2 ( 1)( )

2

,                  при  % 0;

,  при  % 0;

k
kk

kk
k k

P g k n
u

P g u k n
−

− =
= 

− + 

 (6) 

де k  обчислюється за формулою CD [24]: 

          
( ) ( )

( )2

( 1) ( )
2

k
CD k

k k T
k k

k

P g

u P g
−

 =  =

−

  (7) 

Обчислювання крокових множників. В ме-

тоді (2), (5)–(7) треба визначати два крокових множ-

ника: 1 0k   та 2 0k  , вдовж, відповідно, напря-

мків 
( )
1
k

u  та 
( )
2
k

u , тобто в різних ортогональних під-

просторах. З одного боку це потребує додаткових 

обчислень, а з іншого, це надає можливість просу-

вання методу на підпросторі ядра матриці kH  . Так 

як матриця kH  є наближенням матриці Гессе 

( )(2) ( )kf x , то в і напрямках 
( )
1
k

u  та 
( )
2
k

u  є відхи-

лення від оптимальних, тому у випадку одночасного 

пошуку по напрямку 
( ) ( )( )
1 2
k kku u u= +  напрямок 

( )
1
k

u  буде домінуючим, і просування по напрямку 

( )
2
k

u  буде дуже малим, або і зовсім відсутнім. 

 

Як показали результати чисельних експеримен-

тів, найбільш ефективним алгоритмом визначення 

крокових множників 1 0k  , 2 0k   виявився 

алгоритм, що є аналогічним методу покоординатно-

го спуску [1]. Тобто, спочатку визначається кроко-

вий множник 1 0k  , як точка наближеного міні-

муму функції 
( )( )

1 1( ) ( )
kkf x u  = + , а потім – 

множник 2 0k  , як точка наближеного мінімуму 

функції 
( ) ( )( )

2 1 1 2( ) ( )
k kk

kf x u u  = + + . 

Урахування негативних власних значень 

матриці kH  . У випадку, коли деякі елементи діа-

гональної матриці 1k  є негативними, можна за-

стосувати наступний алгоритм для визначення век-

тора 
( )
1
k

u  замість формули (5). 

Матриця 1k  розкладається на суму діагональ-

них матриць 1   1   1+ Λ Λk k k  = , де у матриці   1 Λk  за-

лишаються тільки додатні елементи, а у матриці 

  1 Λk  – тільки негативні елементи. 

Тоді вектор 
( )
1
k

u  визначається за формулою: 

           
( ) ( ) ( )
1 11 12   
k k k

ku u u= + ,  (8) 

де  

        
( ) 1 ( )

1 1 111 Λ
k T k

k k k ku Q Q P g− ⊥= − ,  

        
( ) 1 ( )

1 1 112 Λ
k T k

k k k ku Q Q P g− ⊥= ,  (9) 

а параметр 0k   визначається як точка наближе-

ного мінімуму функції 
( ) ( )

3 12( ) ( )k kf x u  = + . 

Перерахунок наближення матриці Гессе за 

формулою BFGS. Найбільш трудомісткою проце-

дурою в описаному квазі-ньютоновському комбіно-

ваному методі (2), (5)–(7) є спектральне розкладання 

(4) матриці kH . Тому для зменшення обчислень при 

програмній реалізації методу можна застосувати 

наступний алгоритм, який об’єднує в собі і спектра-

льне розкладання (4), і перерахунок наближення 

матриці Гессе за формулою BFGS (3). 

На початку ітераційного процесу 0H I= , тобто 

маємо 0 0 0 0Λ TH Q Q= , де 0 I = , 0Q I= . Таким 

чином, на k –й ітерації є матриці k , kQ , що від-

повідають спектральному розкладанню (4). Далі 

обчислюємо 1k+ , 1kQ + , що відповідають розкла-

данню 1 1 1 1Λ T
k k k kH Q Q+ + + += , наступним чином.  

З ортогональності матриці kQ  та формул (3), 

(4) випливає:  

1 Λ      
T

T T T Tk k
k k k k k k k k k kT

k k

y y
H Q Q Q Q Q Q Q Q

y s
+ = − +  

( )
 

T
Tk k k k

k kT
k k k

H s H s
Q Q

s H s
 =

( )
(Λ      )

T T
T T Tk k k k k k

k k k k k k kT T
k k k k k

y y H s H s
Q Q Q Q Q Q

y s s H s
= + − =

 

( ) ( )

( ) Λ (Λ )
(Λ     )

Λ

T T
Tk k k k k k

k k kT T
k k k k k

y y s s
Q Q

y s s s

   
= + −

   
,       (10) 
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де T
k k ky Q y = , T

k k ks Q s = . При цьому,  

Λ Λ ΛT T T T
k k k k k k k k k k k k kQ H s Q Q Q s Q s s= = = , 

( )
T T

k k k ky s y s  = ,   ( ) Λ
T T

k k k k k ks s s H s  = . 

Таким чином, якщо для матриці (10) 

      
( ) ( )

( ) Λ (Λ )
Λ    

Λ

T T
k k k k k k

k T T
k k k k k

y y s s
B

y s s s

   
= + −

   
        (11) 

виконано спектральне розкладання 1 Λ T
kB S S+= , 

то з (10) маємо, що 

( )1 1

1 1 1Λ ,

 ΛT T T
k k k k k k

T
k k k

H Q BQ Q S S Q

Q Q

+ +

+ + +

= = =

=

 (12) 

де 1k kQ Q S+ = . 

Відмітимо, що для матриці B  з (11) спектраль-

не розкладання здійснити значно менш трудомістко, 

чим для матриці 1kH + , якби вона обчислювалась за 

формулою (3), тому, що в матриці B  домінуючою 

складовою є діагональна матриця Λk , в якій діаго-

нальні елементи вже відсортовані за спаданням за 

абсолютною величиною. 

Підбір параметра регуляризації квазі-

ньютоновського комбінованого методу. Як вже 

відмічалось раніше, параметр “регуляризації” 

0k   квазі-ньютоновського комбінованого методу 

(2), (5)–(7) є деяким критерієм, за яким виконується 

розподіл простору на ортогональну суму двох підп-

росторів на кожній k -й ітерації. Зрозуміло, що від 

його значення дуже сильно залежить хід ітераційно-

го процесу. При чисельній реалізації методу (2),  

(5)–(7) було застосовано наступний алгоритм підбо-

ру параметра 0k  . 

Перед застосуванням методу задається дискре-

тний діапазон можливих значень 0k  , наприклад, 

з трьох значень: min max   m    (при чисельних 

експериментах бралось 11 7 310 10 10− − −  ). Спочат-

ку, для 0k   береться mink =  . Потім, коли ітера-

ційний процес методу (2), (5)–(7) сповільнюється, 

тобто ( )( 1) ( ) ( 1)     / 1  k k k
argx x x tool+ +− +  , де 

0argtool   – заданий параметр (наприклад, 

1010argtool −= ), k  збільшується таким чином, щоб 

на наступній ітерації ранг матриці ( 1),kH +   став 

меншим, тобто 1k kr r+  . Для цього достатньо взяти 

( )

1 ( )
1

2
k

k
r

k mk+


 =  


. Знову продовжується ітерацій-

ний процес методу (2), (5)–(7). Коли ітераційний 

процес сповільнюється, треба перейти до більшого 

значення m , якщо їх декілька. Повністю ітерацій-

ний процес методу (2), (5)–(7) завершується, коли на 

k –й ітерації 

( )

max( )
1

k

k
r

k


 


. З цього алгоритму видно, 

що якщо max( ) 1/kcond H   , то описаний метод 

співпадає зі звичайним квазі-ньютоновським мето-

дом. 

2. Чисельна реалізація методу та результати 

чисельних експериментів 

Чисельна реалізація запропонованого 

методу. Квазі-ньютоновський комбінований метод 

(2), (5)–(7) було чисельно реалізовано в середовищі 

Python.  

Для стійкості методу до розходження у випадку 

від’ємних діагональних елементів 
( )

( )
k

ki i r   

матриці 1  k  в (5) вектор 
( )
1
k

u  (замість формули (5)) 

обчислювався за формулами (8), (9). 

Обчислювання крокових множників проводи-

лось за алгоритмом, що було описано вище в розді-

лі 1. 

При обчисленні наступного наближення мат-

риці Гессе за формулою BFGS виконувався перера-

хунок поточної матриці за алгоритмом (10)–(12). 

Підбір параметра регуляризації квазі-

ньютоновського комбінованого методу виконувався 

за алгоритмом, що було описано в розділі 1. 

Обчислення градієнта. Похідні 

( )( ) (1) ( )k kg f x=  обчислювались  наступним чином.  

Якщо на попередній ітерації ( 1) 3  10kg − − , то 

градієнт ( )( ) (1) ( )k kg f x=  обчислювався чисельно 

за симетричною формулою [1–2]: 

       

( | ( |) )(

2

)i i i i

i i

f x x h f x x hf x

x h

+ − −



 

з кроком чисельного диференціювання 

                  ( )0 max 1,  i ih h x= , де 
7

0 10h −= . 

В іншому випадку, тобто, якщо ( 1) 3  10kg − − , 

градієнт ( )( ) (1) ( )k kg f x=  обчислювався за допомо-

гою пакета TensorFlow. 

Такий підхід було застосовано тому, що хоча 

TensorFlow обчислює градієнт точніше, але витрачає 

на це більше часу. Точність обчислення градієнта 

якраз важливіша в околиці точки мінімуму, бо від 

неї залежить і точність обчислення матриці kH , що 

є наближенням гессіану. 

Результати чисельних експериментів. Метод 

(2), (5)–(7) було протестовано на тестових функціях 
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для задач безумовної оптимізації з колекції, пред-

ставленої в роботі [35]. Всього в цій колекції пред-

ставлено 75 функцій, тому для тестування методу 

були відібрані тільки задачі оптимізації або з виро-

дженою точкою мінімуму, або з великим числом 

обумовленості ( cond ) матриці ( )(2) *f x . Нумерація 

застосованих тестових функцій в нижче наведених  

табл. 1–13 відповідає нумерації в колекції [35]. 

Додатково для тестування були взяті ще насту-

пні функції: 

77. Середнє-квадратична апроксимація за 

допомогою поліномів: 

  

( ) ( ) ( )

2
101

1 1*

1 1 1

0,01 1 0,01 1
n n

i i
i i

j i i

f x x j x j
− −

= = =

 
= − − − 

  
   ,  

початкове наближення – (0)x = (2, 2, …, 2), точка 

мінімуму – *x = (1, 1, …, 1), значення цільової то-

чки в точці мінімуму – ( )* 0f x = , 

( )( )(2) * 1rank f x n= − . 

78. Моя функція 1: 

( ) ( ) ( )
22 4

1 2

3

1000 1000 0,001
n

i

i

f x x x x i

=

= − + + − ,  

початкове наближення – (0)x  = (100, …, 100), точка 

мінімуму – *x = (1000, 0, 3, 4,…, n), значення ці-

льової точки в точці мінімуму – ( )* 0f x = , 

( )( )(2) * 1rank f x n= − . 

79. Моя функція 2: 

( ) 2 2 4 2
1 1 2 2

3

n

i

i

f x x x x x x

=

= + + + , 

початкове наближення (0)x  = (10, 14, 10, …, 10), 

точка мінімуму *x = (0, 0, …, 0, 0), значення цільової 

точки в точці мінімуму – ( )* 0f x = , 

( )( )(2) * 1rank f x n= − . 

Серед розглянутих 79 функцій задача (1) є ви-

родженою ( ( )( )(2) *rank f x n ) для функцій: 15, 21, 

38, 45, 58, 78, 79, а погано обумовленою 

( ( )( )(2) * 1cond f x ) – для функцій: 3, 4, 17, 37, 46, 

77. 

Чисельні експерименти майже для всіх функцій 

проводились для розмірності 4n =  та 100n = , тіль-

ки для функції 77 – для розмірності 5n =  та 

100n = . Розмірності 4 та 5 взяті тому, що це класич-

ні розмірності для цих функцій. Розмірність 100 взя-

та для аналізу продуктивності процедур оптимізації 

на задачах з не низькою розмірністю, бо на простих і 

складних задачах, як правило, результати дуже си-

льно відрізняються. 

Порівняння проводилось з процедурами квазі-

ньютоновського типу математичних пакетів: R, 

Python, Scilab, MATLAB. В табл. 1–13 застосовують-

ся наступні позначення цих процедур: 

R – процедура optim математичного пакету R 

версії 4.1.3 (метод 'BFGS'); 

Py – процедура minimize пакету scipy версії 

1.11.4 Python (метод 'BFGS'); 

Sc – процедура optim математичного пакету 

Scilab версії 6.1.0 (метод 'gn'); 

M – процедура fminunc математичного пакету 

MATLAB Online (метод 'quasi-newton'); 

QN&CG – процедура, що реалізує метод (2), 

(5)–(7) в Python. 

Результати чисельних експериментів наведені в 

табл. 1–13, де: 

Dx – евклідова норма *x x− , де x  – отримане 

процедурою оптимізації наближення розв’язку зада-

чі; Df = ( ) ( )*f x f x− ; Nit – виконана кількість іте-

рацій; Nf – виконана кількість обчислень цільової 

функції; Ngr – виконана кількість обчислень градіє-

нта цільової функції; NormGr – евклідова норма 

(1) )(f x ; сode – код закінчення обчислень, що повер-

нула відповідна процедура оптимізації. 

В процедурі QN&CG код закінчення обчислень 

code приймає значення: 0 – досягнута задана точ-

ність по градієнту (задавалося 2010− ); 1 – досягнута 

точність по аргументу (задавалося 1010− ); 4 – maxi-

mum number of iterations is reached (задавалося 

3000). 

В процедурі optim (пакет Scilab) код закінчення 

обчислень (err) приймає значення: 1 – “Norm of pro-

jected gradient lower than...”; 5 – “Optim stops: maxi-

mum number of iterations is reached”; 9 – “End of op-

timization, successful completion”. 

В процедурі scipy.minimize (Python) код закін-

чення обчислень (message) приймає значення: 0 – 

“Optimization terminated successfully”; 1 – “Warning: 

Desired error not necessarily achieved due to precision 

loss”; 2 – “Warning: CG iterations didn't converge. The 

Hessian is not positive definite”; 4 – “Warning: Maxi-

mum number of iterations has been exceeded”. 

В процедурі fminunc (пакет MATLAB) код за-

кінчення обчислень (exitflag) приймає значення: 5 – 

“Predicted decrease in the objective function was less 

than the FunctionTolerance tolerance” (задавалося  

10–40). 

Результати чисельних експериментів представ-

лені в табл. 1–13. Основним критерієм для порів-
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няння ефективності роботи процедур тут виступає 

значення Df, бо цікавила саме максимальна можлива 

точність розв’язку задачі (1). 

Як видно з табл. 1–13, найгірший результат на 

всіх тестових функціях дають процедура optim ма-

тематичного пакету R та процедура fminunc матема-

тичного пакету MATLAB, тому є сенс порівнювати 

між собою лише процедури: minimize пакету scipy 

(Py), optim математичного пакету Scilab (Sc) та 

QN&CG. 

На більшості тестовий функцій процедура 

optim математичного пакету Scilab (Sc) дає гірший 

результат, а на функції 46 при 100n =  і просто пога-

ний. Також можна зауважити, що ця процедура і 

процесорного часу застосовує більше, ніж всі інші 

процедури, хоча в табл. 1–13 цей час і не приводить-

ся, бо середовище для обчислень було різне. 

Найкращий результат дають процедура  

minimize пакету scipy (Py) і процедура QN&CG. 

Якщо порівнювати процедуру QN&CG з про-

цедурою minimize пакету scipy (Py), то можна сказа-

ти, що процедура QN&CG дозволяє знайти достат-

ньо точний розв’язок задачі за значно меншу кіль-

кість ітерацій і меншій кількості обчислень градієн-

та цільової функції. Правда, при цьому кількість 

обчислень значень цільової функції, як правило, 

більша.  

 

Таблиця 1 

Чисельні результати для функції 3 [35] ( (2) *( ( )) 2,1e6cond f x  ) 

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 6,1e–04 7,6e–08  155 46 5,6e–02  3,1e–03 1,9e–06  631 222 0,27  

Py 6,3e–12 8,1e–24 62 90 80 2,6e–13 1 3,4e–11 2,3e–22 660 715 706 5,3e–12 1 

Sc 8,2e–09 3,6e–17 72 593  2,0e–07 9 1,0e–07 2,6e–15 234 897  2,0e–07 9 

M 1,0e–05 4,0e–11 43 350  1,0e–07 5 6,7e–05 9,1e–10 43 6161  6,3e–05 5 

QN&CG 0,0 0,0 22 116 23 0,0 0 1,7e–13 8,9e–27 70 508 71 2,4e–12 1– 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 2 

Чисельні результати для функції 4 [35] ( (2) *( ( )) 4,1e12cond f x  )  

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 3,6e–03 1,3e–06  167 55 0,25  0,02 4,0e–05  10952 331 1,2  

Py 4,0e–11 1,6e–22 74 105 94 1,3e–13 1 2,2e–10 4,8e–21 100

2 
1203 1193 7,2e–11 1 

Sc 1,0e–07 1,6e–15 97 1045  1,3e–06 9 7,0e–07 5,4e–14 64 175  7,0e–07 9 

M 3,9e–05 1,5e–10 36 215  2,3e–06 5 1,9e–04 3,8e–09 36 4747  2,7e–06 5 

QN&CG 0,0 0,0 34 145 35 0,0 0 0,0 0,0 244 1090 245 0,0 1– 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 3 

Чисельні результати для функції 15 [35] ( (2) *( ( ) 1rank f x n= − )  

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 2,6e–04 9,8e–15  83 66 6,1e–07  4,3e–10 3,1e–25  43 32 1,8e–12  

Py 4,5e–09 8,6e–34 56 73 73 1,0e–21 0 6,0e–05 1,2e–18 48 63 61 1,4e–12 1 

Sc 6,1e–09 2,9e–33 50 165  4,4e–16 9 1,4e–06 3,1e–25 274 3023  2,1e–15 9 

M 1,0e–05 2,5e–16 25 1704  1,4e–08 5 5,0e–05 6,3e–15 25 3636  7,4e–08 5 

QN&CG 6,5e–08 3,6e–29 34 192 35 2,2e–21 0 6,1e–08 2,0e–30 46 294 47 1,4e–22 0– 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 4 

Чисельні результати для функції 17 [35] ( (2) *( ( )) 9,2e6cond f x  ) 

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 2,6e–04 4,7e–11  53 17 5,0e–03  4,3e–10 1,4  432 128 3,4 e–02  

Py 4,5e–09 6,7e–28 12 64 53 1,3e–13 1 6,0e–05 1,1e–25 124 181 173 5,0e–13 1 

Sc 6,1e–09 9,4e–22 20 27  6,0e–15 9 1,4e–06 7,9e–20 129 290  7,9e–20 9 
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M 1,3e–08 4,0e–14 15 80  2,4e–11 5 5,0e–05 2,0e–12 44 5959  9,7e–07 5 

QN&CG  6,1e–32 12 45 13 3,7e–15 1  4,0e–27 108 342 109 4,9e–13 1– 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 5 

Чисельні результати для функції 21 [35] ( (2) *( ( )) 2rank f x n= )  

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 5,0e–04 2,7e–13  320 168 2,3e–06  1,5e–03 4,8e–13  1699 545 5,7e–06  

Py 7,4e–07 3,8e–25 95 112 100 2,0e–12 1 1,4e–05 8,8e–21 1850 1940 1928 5,2e–15 1 

Sc 5,0e–09 6,3e–34 87 109  2,5e–23 1 4,6e–06 3,5e–23 356 492  3,9e–17 1 

M 1,3e–03 1,1e–11 39 230  2,5e–05 5 6,7e–03 2,9e–10 39 4848  1,2e–04 5 

QN&CG 5,2e–09 8,9e–34 84 633 85 1,3e–16 1 2,1e–06 1,9e–24 631 5886 632 6,7e–17 1 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 6 

Чисельні результати для функції 37 [35] ( (2) *( ( )) 2,8e3cond f x  ) 

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 1,4e–05 9,1e–10  203 43 5,3e–02  1,0e–04 2,9e–08  1020 298 0,26 1 

Py 2,0e–13 8,6e–26 92 135 129 1,6e–12 1 3,8e–12 8,0e–24 878 1002 993 5,1e–12 1 

Sc 5,4e–10 1,2e–18 74 115  3,5e–09 9 3,5e–09 3,9e–17 86 178  1,0e–08 9 

M 4,3e–07 5,7e–13 42 250  5,5e–12 5 2,1e–06 1,4e–11 55 6464  3,5e–06 5 

QN&CG 0,0 0,0 43 172 44 0,0 0 1,4e–13 7,6e–27 287 1136 288 3,7e–13 1 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 7 

Чисельні результати для функції 38 [35] ( (2) *( ( )) 1rank f x n= − ) 

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 5,4e–09 1,3e–18  313 120 3,8e–08  8,4e–08 2,7e–16  1688 502 1,2e–07  

Py 0,0 0,0 114 153 153 0,0 0 2,4e–09 2,2e–19 935 1095 1090 1,9e–10 1 

Sc 2,4e–13 2,2e–27 94 151  3,9e–12 9 5,8e–09 1,3e–18 644 971  4,7e–10 9 

M 5,5e–06 3,8e–11 71 500  3,7e–04 5 6,0e–07 6,9e–10 103 12928  3,8e–06 5 

QN&CG 0,0 0,0 14 154 15 0,0 0 5,9e–11 2,3e–22 36 421 37 1,0e–09 1 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 8 

Чисельні результати для функції 45 [35] ( (2) *( ( ))rank f x n )  

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 2,6e–04 4,8e–15  62 48 3,1e–07  5,8e–04 1,1e–13  21346 3248 6,6e–07  

Py 1,9e–08 1,4e–31 142 218 206 2,9e–17 1 2,0e–05 1,1e–19 2562 2626 2614 3,0e–14 1 

Sc 1,1e–13 1,5e–52 184 239  2,8e–39 1 4,1e–08 1,0e–30 3001 3097  1,1e–22 1 

M 7,1e–04 1,5e–13 51 260  2,5e–09 5 1,3e–03 1,3e–12 226 23129  5,7e–09 5 

QN&CG 6,6e–09 1,4e–33 58 435 59 3,9e–18 1 1,6e–06 4,5e–24 582 3148 583 1,5e–17 1 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 9 

Чисельні результати для функції 46 [35] ( (2) *( ( )) 3,6e3cond f x  )  

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R  5,6e–12  145 19 7,0e–02   8,7e–09  1541 385 0,24  

Py  1,8e–25 16 56 48 1,2e–11 1  2,3e–24 126 237 228 7,6e–12 1 

Sc  2,6e–06 17 53  4,4e–09 9  5963,8 76 717  1668,7 9 
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M  1,1e–13 11 80  2,5e–06 5  1,1e–11 186 21917  5,3e–06 5 

QN&CG  1,5e–30 11 53 12 6,1e–14 1  2,4e–29 115 405 116 3.1e–13 1 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 10 

Чисельні результати для функції 58 [35] ( (2) *( ( )) 1rank f x n= − ) 

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 1,2e–02 1,9e–06  384 106 6,8e–02  9,6 1,4e–04  1231 373 8,9e–02  

Py 1,2e–10 1,9e–22 66 95 84 2,4e–13 1 9,2 7,1e–09 3000 3713 3713 3,2e–05 4 

Sc 2,0e–07 9,2e–16 83 543  1,3e–06 9 9,2 5,8e–09 3001 3897  7,0e–07 5 

M 2,0e–05 5,7e–11 62 445  2,8e–04 5 9,5 4,6e–06 372 49995  3,1e–03 5 

QN&CG 0,0 0,0 51 190 52 0,0 0 9,2 3,4e–09 3000 15309 3001 3,0e–05 4 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 11 

Чисельні результати для функції 77 ( (2) *( ( )) 1cond f x )  

 
n=5 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 5,2e–07 1,0e–16   582 357 1,2e–08  5,3e–05 6,6e–15  78 63 8,6e–10  

Py 1,8e–13 4,1e–29 35 78 72 2,9e–14 1 1,0e–03 9,5e–17 122 187 175 1,2e–12 1 

Sc 2,3e–13 3,0e–29 23 49  3,0e–14 9 1,4e–05 5,6e–17 54 134  8,9e–12 9 

M 1,3e–06 9,5e–15 50 306  1,5e–13 5 1,9e–04 6,9e–13  10100  7,4e–09 5 

QN&CG 7,4e–16 5,0e–30 12 77 13 2,0e–14 1 3,5e–06 4,3e–19 33 254 34 7,4e–12 1 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 12 

Чисельні результати для функції 78 ( (2) *( ( )) 1rank f x n= − )  

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 3,7e–03 2,0e–13  155 85 1,7e–09  8,0e–06 5,8e–22  67 52 4,8e–11  

Py 1,5e–08 5,2e–35 83 175 168 2,2e–16 1 9,5e–08 1,3e–30 79 159 153 8,4e–15 1 

Sc 5,5e–11 9,2e–45 113 512  4,4e–16 9 1,7e–08 7,6e–27 89 182  1,7e–13 9 

M 1,0e–03 5,5e–08 55 320  2,5e–07 5 1,0e–03 5,5e–08 55 6666  2,7e–10 5 

QN&CG 6,9e–08 2,2e–28 31 213 32 1,3e–21 0 7,9e–08 4,0e–32 39 255 40 2,0e–24 0 

Джерело: розроблено автором. 

Таблиця 13 

Чисельні результати для функції 79 ( (2) *( ( )) 1rank f x n= − )  

 
n=4 n=100 

Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code Dx Df Nit Nf Ngr NormGr Code 

R 1,1e–05 1,3e–20  75 57 4,6e–09  2,3e–08 1,2e–20  58 41 2,2e–10  

Py 1,6e–12 2,2e–41 109 261 261 1,2e–21 0 1,0e–14 1,0e–41 77 78 78 6,5e–21 0 

Sc 3,0e–17 6,3e–67 174 190  1,9e–34 1 2,2e–16 1,1e–61 198 235  6,7e–31 1 

M 6,7e–05 2,3e–16 62 315  5,3e–08 5 1,1e–04 3,6e–15 79 8686  2,4e–07 5 

QN&CG 4,5e–09 3,6e–34 45 286 46 1,3e–17 1 1,3e–09 2,5e–36 38 253 39 2,1e–26 0 

Джерело: розроблено автором. 

Висновки 

Представлено комбінований метод квазі-

ньютоновського типу для розв’язання погано обмо-

влених або вироджених задач безумовної оптиміза-

ції, заснований на ортогональному розкладанні на-

ближення матриці Гессе по формулі BFGS та поділі 

всього простору на два ортогональних підпростори. 

На одному підпросторі застосовується метод спря-

жених градієнтів, а на ортогональному доповненні 

до нього – квазі-ньютоновський метод. На кожному 

з цих підпросторів застосовується окремий одномі-

рний пошук для визначення крокового множника у 

відповідному напрямку. 
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Відмітимо, що, в принципі, можна проводити 

поділ всього простору і на більшу, ніж два, кількість 

ортогональних підпросторів. Це залежить від спів-

відношення значень власних чисел матриці kH  на 

поточній ітерації. Потім на різних ортогональних 

підпросторах застосовується свій метод для визна-

чення напрямку пошуку та окремий одномірний 

пошук. З одного боку, це потребує додаткових об-

числень, а з іншого, це надає можливість просуван-

ня методу на підпросторах, де цільова функція дуже 

повільно змінюється відносно інших підпросторів. 

Ефективність представленого комбінованого 

методу підтверджується чисельними експеримента-

ми, які були проведені на загальноприйнятих тесто-

вих функціях для задач безумовної оптимізації. По-

трібно відзначити, що запропонований метод дозво-

ляє отримати досить точні розв’язки тестових за-

вдань у разі погано обмовлених або вироджених 

задач безумовної оптимізації зі значно меншими 

затратами на обчислення градієнтів цільової функ-

ції, ніж це роблять процедури оптимізації відомих 

математичних пакетів. 

У даній статті не проводилось теоретичне 

дослідження швидкості збіжності методу (2), (5)–(7) 

в разі розв’язання виродженої задачі (1) у зв’язку з 

обмеженням об’єму статті. Підкреслимо, що для 

цього можна застосувати достатні умови вищого 

порядку точки виродженого мінімуму, які 

представлені в роботі [36]. Однак, відмітимо, що, 

так як метод (2), (5)–(7) є комбінацією двох методів: 

методу Ньютона і методу спряжених градієнтів, то 

його швидкість збіжності буде не гірше, ніж 

швидкість збіжності методу градієнтного спуску, 

поведінка якого у випадку виродженого мінімуму 

досліджувалась в роботі [33]. 

Є сподівання, що по мірі збільшення продукти-

вності обчислювальної техніки у майбутньому при 

розв’язанні задач оптимізації в машинному навчанні 

будуть застосовуватись саме квазі-ньютонівські ме-

тоди, так як вони мають значно більшу швидкість 

збіжності, ніж методи градієнтного спуску, особли-

во у разі погано обумовлених і вироджених задач. 
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QUASI-NEWTONIAN COMBINED METHOD FOR SOLVING UNCONSTRAINED OPTIMIZATION PROBLEMS IN 
MACHINE LEARNING 

V. Zadachyn 

We present a quasi-Newtonian method for solving ill-conditioned or degenerate unconditional optimization problems, 

which is a combination of two methods: the quasi-Newtonian method and the conjugate gradient method. At each iteration, the 

entire space is represented as an orthogonal sum of two subspaces based on the spectral decomposition of the Hessian approxi-

mation using the BFGS formula and the “regularization” parameter of the numerical method. The quasi-Newtonian method is 

used on one orthogonal subspace and the conjugate gradient method on the other. On each orthogonal subspace, a separate one-

dimensional search in the corresponding direction is applied. To reduce the complexity of the process of spectral decomposition 

of the current matrix at each iteration of the method, an algorithm for its recalculation through the previous decomposition is 

presented. The effectiveness of the presented method is confirmed by numerical experiments carried out on common test func-

tions for unconditional optimization problems in comparison with the optimization procedures of well-known mathematical 

packages R, Python, Scilab, MATLAB. In the numerical implementation of the method in Python, the calculation of the gradient 

of the objective function was used using the TensorFlow package. 
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