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Общее финитное решение одного интегрального уравнения типа свертки 

Гунько О. В.,   Сулима В. В. 

 

 

 Установлен общий вид решений интегрального уравнения типа свертки 

  )()()(
21

tudssustk  относительно пары неизвестных функций 
21

, uu  в классе 

финитных непрерывно дифференцируемых функций при условии, что ядро )(tk  

имеет преобразование Фурье 
12

~
/

~
)( PPxK  , где 

1

~
P  и 

2

~
P  – полиномы от экспонен-

ты 0, xie , с полиномиальными (от x ) коэффициентами. Если функции 

1),(
~

)(   lePxP xi
ll

;2 не имеют общих нулей, то общее решение в преобразова-

ниях Фурье имеет вид 1),()()(  lxRxPxU
ll

;2, где )(xR  – преобразование 

Фурье произвольной финитной непрерывно дифференцируемой функции )(tr . 

 

 Рассматривается интегральное уравнение типа свертки: 

     tudssustk
21







                                                (1) 

относительно пары неизвестных финитных непрерывных функций 
21

u,u  [1, с. 

288, 6] при условии, что преобразование Фурье  xK  ядра  tk  имеет вид отноше-

ния двух полиномов 21 P
~

,P
~

 от экспоненты xie   с полиномиальными (от x ) коэф-

фициентами: 

 
 

 

 
 xi

xi

eP

eP

xP

xP
xK







1

2

1

2
~

~

.                                              (2) 

Требуется описать все финитные непрерывные решения    tu,tu 21   при заданных 

полиномах 21 P
~

,P
~

. 

 Т е о р е м а. Если полиномы 21 P
~

,P
~

 от экспоненты 0, xie , с полиноми-

альными (от x ) коэффициентами не имеют общих нулей в комплексной плоско-

сти x , то в преобразованиях Фурье общее решение задачи (1), (2) имеет вид: 

      2;1,  lxRxPxU
ll

,                                            (3) 

где  xR  – преобразование Фурье произвольной финитной непрерывно дифферен-

цируемой функции  tr . Порядок непрерывной дифференцируемости функции  tr  

определяется максимальной степенью указанных полиномиальных коэффициен-

тов. 
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 Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть    xU,xU 21  – произвольное  решение задачи 

(1), (2), т.е.    xU,xU 21  – преобразования Фурье (пр. Ф.) финитных функций 

 tu1 ,  tu
2

, которые удовлетворяют интегральному уравнению (1) и, значит, вы-

полняется равенство: 

     xUxUxK
21

 .                                             (4) 

Из (2) и (4) получаем уравнение для 
21

U,U : 

 

 

 

 xP

xP

xU

xU

1

2

1

2  .                                                   (5) 

 Согласно теореме Винера-Пэли [2, с. 87], для финитных функций  tu1 ,  tu2  

пр. Ф.    xU,xU 21  являются целыми функциями экспоненциального типа (ЦФЭТ) 

такими, что 

 





 2;1,
2

ldxxU
l

. 

Записывая (5) в виде:  

 
 

 
 xU

xP

xP
xU

1
1

2
2

  

и учитывая, что    xP,xP
21

 не имеют общих нулей, приходим к выводу о том, что 

каждый нуль 
k

x   функции  xP
2

 является нулем ЦФЭТ  xU
2

. При этом крат-

ность нуля 
k
  функции  xU

2
 не ниже кратности нуля 

k
  функции  xP

2
. Поэ-

тому в силу теоремы о разложении целой функции в бесконечное произведение, 

соответствующее еѐ нулям [3,c.258], ЦФЭТ  xU
2

 можно представить в виде: 

     xRxPxU
222

 ,                                                (6) 

где мероморфная функция  
 

 xP

xU
xR

2

2
2

  [3,c.261] не имеет полюсов и, следова-

тельно, является целой функцией. При этом она является ЦФЭТ в силу того, что 

определяется отношением двух ЦФЭТ, или потому, что показатель сходимости 

последовательности нулей целой функции  xR  [4, c. 16], определяющий порядок 

и тип целой функции [4, c. 19], не может превышать показателя сходимости по-

следовательности нулей ЦФЭТ  xU
2

, ибо первая последовательность  получает-

ся из второй удалением части нулей. 

 Приведенные соображения применимы и к ЦФЭТ  xU
1

, поэтому еѐ также 
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можно представить в виде:  

     xRxPxU
111

 ,                                                  (7) 

где  xR
1

 − ЦФЭТ. Подставляя (6) и (7) в (5), получим ,RRR 
12

 так что имеем: 

     ,xRxPxU
ll

            2;1l ,                                (8) 

где  xR  − ЦФЭТ. 

 Теперь нужно показать, что на вещественной оси выполняется неравенство:  

 





dxxR
2

.                                                  (9) 

Из этого, согласно теореме Винера-Пэли, будет следовать финитность оригинала 

 tr  для пр. Ф.  xR . С целью проверки неравенства (9) достаточно использовать 

одно (любое) из равенств (8). Выберем одно из них и запишем его в виде:  

     xRxPxU  .                                                 (10)   

 Учитывая обозначения, использованные в определении (2), представим 

функцию  xP  в следующей  развернутой форме: 

     





 

n
xixi epxePxP

0

~
,                                        (11) 

где 


p  – полиномы от xie   с постоянными коэффициентами. Поэтому они на ве-

щественной оси представляют собой периодические функции с периодом 

 /2T . При x  в сумме (11) определяющим является член 

     

s
s

xinxi
n

n exepx ,                                           (12) 

где 
s

  – корни алгебраического уравнения         

                                                                0
n

p .                                                       (13) 

 Если среди этих корней имеются корни с 1


, то выражение (12) на веще-

ственной оси принимает нулевые значения. Причем каждому  такому корню  со-

ответствует одна  периодическая (с периодом Т ) последовательность нулей  
k

x  

выражения (12). 

 Таким образом, на каждом периоде Т вещественной оси выражение (12) 

имеет столько нулей, сколько имеется корней с 1


. Не ограничивая общности 

рассуждений будем рассматривать случай одной последовательности  
k

x  с одно-

кратными нулями, т.е. на каждом периоде 
k

T  имеется один однократный нуль 
k

x . 
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 Выберем некоторый период 
k

T  при достаточно больших значениях x . Так 

как при x  функция  xP  приближается к  xpx
n

n , то в малой окрестности 

точки 
k

x , лежащей на вещественной оси, имеется в общем случае комплексный 

нуль 
k
  функции  xP , причем 0

kk
x  при увеличении x . Поэтому, если 

выбрать малое число T  и построить кружки радиуса   с центрами в точках 

k
 , то найдется такое достаточно большое число 

a
x , что на любом периоде 

k
T  с 

ak
xx   все указанные кружки будут пересекаться с вещественной осью и содер-

жать  соответствую точку 
k

x . 

 Переходим к оценкам функций в построенных кружках для 
k

x >
a

x  С целью 

упрощения построений будем предполагать, что нуль 
k
  - однократный, и для 

 xP , и для  xU . Так как  xU  и  xP  – ЦФЭТ, то в любой точке комплексной 

плоскости они могут быть разложены в сходящийся ряд Тейлора. Выполним это 

разложение для функции  xU  в точке 
k
 :        

         ,...
!2

2

xxVxU
x

UxUxU
kkk




  

 где 

            ,
k

xx         0
k

U ,          ...
!3!2

2








x

U
x

UxV
kk

 .               (14) 

 С его помощью получаем следующие оценки: 

           xVxxUxxVxUxU
kk

 

   

 
  21 xU

U

xV
xU

k
k

k

















 ;                             (15) 

           xVxxUxxVxUxU
kk

 

   

 
 

2

1
1 xU

U

xV
xU

k
k

k

















 .                                        (16) 

при достаточно малом x . Аналогично поступаем с ЦФЭТ  xP  и получаем 

оценки: 

      2
2

1
xPxPxP

kk
 .                                   (17) 

 Так как производная от ЦФЭТ – также ЦФЭТ, то для производной  xU   

(которая в точке 
k
  не равна нулю, см. (14)) имеем 
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           ,...
!2

2

xxWU
x

UxUUxU
kkkk




  

где                                              ...,
!2





x
UUxW

kk
 

поэтому  

           xWxUxxWUxU
kk

 

   

 
 

2

1
1

k
k

k
U

U

xW
xU 
















                                (18) 

при достаточно малом x . 

 Аналогично поступаем с  xP   и получаем оценку:    2
k

PxP  в круге 


k

xx  при достаточно малом  . Так как точка 
k

x  принадлежит этому 

кругу, то справедлива оценка:  

   
kk

xPP 
2

1
                                                (19) 

при достаточно малом  . 

 Пусть число   выбрано так, что в каждом круге  
k

xx  при 

xRe >
a

x  выполняются оценки (15) – (17), (18), (19). Тогда с учетом (10) будем 

иметь: 

           xRxPxRxPxUxU
kk 2

1
2  , 

или 

 
 

 
 

 
 

 xU
xP

xU
P

U
P

xR

kk
k

k











1684

                               (20) 

для любых точек из круга  
k

x , в частности, для точек пересечения этого 

круга с вещественной осью. 

 В оценке (20) коэффициент перед  xU   зависит от 
k

x . Этот недостаток 

можно устранить, оценив снизу  
k

xP  через модуль полинома от экспоненты 

 k
xi

n
ep
 , значение которого одно и тоже в любой вещественной точке 

k
x  бла-

годаря периодичности функции  xi
n

ep   на вещественной оси. Кроме того, нужно 
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учесть, что   0 
k

xi

n
ep   в силу предположения об однократности корней 

k
x  

уравнения   0xi
n

ep , см. (12),(13). 

 Итак, представим сумму (11) в виде:          

       














 

1

00

n
xixi

n
n

n
xi epxepxepxxP .                           (21) 

Дифференцируя по x  и подставляя 
k

xx   получим:  

           













1

0

11
n

xi

k

xi

k

xi

n

n

k

xi

n

n

kk
iepxepxiepxepnxxP kkkk    

        























 














1

0

)1(1
n

xin

k

xin

k

xi

n
k

xi

n

n

k
kkkk epxiepxenp

x
iepx . 

Все входящие в это выражение полиномы 

pp ,  являются непрерывными перио-

дическими функциями, поэтому они ограничены по модулю. Но тогда ограничено 

по модулю и все выражение в квадратных скобках, благодаря чему для достаточ-

но больших 
k

x  получаем оценку снизу: 

   
2

1
 

k
xi

n
n
kk

epxxP . 

Используя это неравенство в (20), приходим к следующей оценке для  xR : 

 
 

 
 xU

xep

xU
xR

n
k

xi

n
k









32
                                            (22) 

при достаточно малых   больших 
a

x . 

 Переходим к оценке интеграла от  2
xR  на полуоси  ,x

a
, где 

a
x  удовле-

творяет всем перечисленным выше требованиям по увеличению используемых 

значений 
k

x . Для каждого ,...,k 21   период 
k

T  разбиваем на две части: 

 kkk
T  , где  

k
  – открытая окрестность точки 

k
x , образованная пересече-

нием с вещественной осью кружка 
k

x , а замкнутый отрезок 
k

  состоит из 

всех точек периода 
k

T , не вошедших в 
k

 . Строим функцию  xf , определенную 

на полуоси  ,x
a

 следующим образом:    











,,0

,,
2

k

k
x

xxR
xf  ,...2,1k . 



 7 

Тогда, в силу (22), будем иметь: 

          















       


  

 

 



  1

22

1 1

22

kx k k
k ka k k

dxxUdxxUdxxUdxxRdxxf  

     







1

22

k T x
k a

dxxUdxxU .                                         (23) 

Теперь учтем известное свойство преобразования Фурье [5,c. 16.]: если 

 xF  – пр. Ф. функции  tf , то  xF   есть умноженное на i  пр.Ф. функции  ttf . 

Поэтому в оценке (23) производная  xU   является умноженным на i  пр.Ф. фи-

нитной функции  ttu  и, значит, согласно теореме Винера-Пэли интеграл от 

 2xU   на вещественной оси сходится. Следовательно, сходится и интеграл на 

полуоси  ,x
a

, поэтому  

    

 



a a
x x

f
cdxxUdxxf

2
.                                          (24)  

 Введѐм функцию     
 










,,

,,0
2

k

k

xxR

x
xg  ...2,1k  

которая в сумме с   xf  дает   2
xR  на полуоси  ,x

a
 . С целью получения 

оценки интеграла от  xg  на этой полуоси используем для функции   xP следу-

ющее представление, см. (21): 

            ,
1

1

0

1
1

0 











 
















n

xinxi
n

n
n

xixi
n

n epx
x

epxepxepxxP  

согласно которому  

   
2

1xi
n

n epxxP   

при достаточно больших x , поэтому             

         xRepxxRxPxU xi
n

n

2

1 ,                               (25) 

где  xi
n

ep   – периодическая непрерывная функция, которая не обращается в 

нуль на замкнутых отрезках 
k

 . Следовательно, на каждом отрезке 
k

  существу-

ет  положительный минимум этой функции. В силу периодичности функции 
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 xi
n

ep   и благодаря тому, что длины отрезков 
k

  при k  стремятся к преде-

лу  2T , существует конечная нижняя грань 0B  для последовательности ми-

нимумов этой функции на отрезках 
k

 . Поэтому имеем оценку:  

  Bep xi
n

  

на каждом отрезке 
k

  и согласно (25) получаем: 

 
 

     xUxU
Bx

xU
epx

xR
nxi

n
n




22
 

при достаточно большом 
a

x . Используя эту оценку, приходим к следующему ре-

зультату: 

             


 



 

 

 


















1

22

1

2

1

2

kkx k
kkka k

dxxUdxxUdxxUdxxRdxxg  

       






g
k T x

cdxxUdxxU

r a
1

22
                                          (26) 

в силу финитности оригинала  tu  для пр. Ф.  xU .  

 Теперь из оценок (24), (26), с учетом равенства                       

     2xRxgxf  , 

справедливого на всей полуоси  ,x
a

, получаем  

            

  



a a aa
x x

gf
xx

ccdxxgdxxfdxxgxfdxxR
2

.         

 Приведенные построения остаются в силе и для отрицательной полуоси  

 
a

x,  , поэтому имеем  

         














a

a

a

a

x

x

x

x

dxxRdxxRdxxRdxxR
2222

. 

 Следовательно, функция  tr  - оригинал для пр. Ф.  xR – финитная. Терема 

доказана.  

 Замечание. В приведенной выше теореме требование отсутствия общих ну-

лей у полиномов    xixi ePeP 
21

~
,

~
 является существенным. Если имеются общие 

нули, то формулы (3) могут описывать не все решения задачи (1),(2). 
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 Например [6], если           

    1
1

 ixeixxP ,       1
2

 ixexP , 

то имеется один общий нуль 0x . Составляем уравнение: 

  1
1

1

2

1

2






ix

ix

eix

e

P

P

U

U
 

и строим формально общее решение согласно (3):  

RPU
11

 ,               RPU
22

 ,                                              (27) 

где    xRR   – пр.Ф. произвольной финитной непрерывно дифференцируемой 

функции  tr . Вводим новые неизвестные функции: 

11
UU

~
     

22
UixU

~
 ,                                       (28) 

которые удовлетворяют уравнению: 











1

2

1

2

1

1
~

~

P

P

e

e

U

U

ix

ix

                                                 (29) 

с полиномами от экспоненты ixe : 

 

ix

xP
eP ix


 1

1
1 ,             xPeP ix

22
1 ,                            (30) 

не имеющими общих нулей. Согласно приведенной теореме общее решение урав-

нения (29) описывается формулами:  

   xR
~

xPU
~ 

11
,         xRxPU

~~
22
 ,                              (31) 

где  xR
~

 – пр.Ф. произвольной финитной непрерывной функции  tr~ . Зафиксиру-

ем, выбранную произвольно, непрерывную финитную функцию  tr~  и вычислим 

пр. Ф. от неѐ. Получим ЦФЭТ  xR
~

 с интегрируемым квадратом модуля. Подста-

вив  xR
~

 в (31), получим решение  
21

U
~

,U
~

 уравнения (29). Теперь попытаемся по-

строить решение  
21

U,U , соответствующее решению 
21

U
~

,U
~

. Для этого нужно 

найти соответствующую функцию  xR  согласно формулам (27). Эта функция 

должна быть ЦФЭТ и иметь интегрируемый квадрат модуля. Подставляя (27), (31) 

в ()28 и учитывая (30), получим выражение  
 
ix

xR
~

xR


 , из которого следует, что 

целой функции  xR
~

  можно сопоставить целую функцию  xR  лишь в том слу-

чае, когда   00 R
~

 . Но ЦФЭТ  xR
~

 могут не обладать таким свойством, следова-
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тельно, формулы (27) описывают лишь небольшую часть множества всех реше-

ний, представляемых формулами (31). 

 Отметим, что когда   00 R
~

, функция  tu
2

 согласно (28) вычисляются ин-

тегрированием функции  tu~
2

.  
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